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1. Kombinatorika
A kombinatorika a véges halmazok matematikája. Három alapvető feladattípussal talákozhatunk, melyeket az alábbiakban ismertetünk.
1.1 Permutáció 
· ismétlés nélkül:

n (különböző) elemet helyezünk el n számú helyre. 
Az összes lehetséges sorrend: 

Pn=n(n-1)(n-2)…2(1=n!
n!  olvasandó: n faktoriális
Megjegyzés: 0 számú elemet egyféleképpen lehet sorba rendezni (0!=1

Példa: A piros-fehér-zöld színekből hányféle háromsávos zászlót alkothatunk?
pfz, pzf, fpz, fzp, zpf, zfp ( n=3 elem n!=3!=3(2(1=6 féle sorrendet alkothat.
· ismétléses: 
Ha az n elem között vannak egyformák is, pl. r db egyforma van, akkor a lehetséges sorrendek száma: Pnr (i)=
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Ha többféle egyforma elem is van az n elem között, pl. r1, r2, .., akkor 
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Példa: 5 golyóm van, melyből 3 darab zöld 1 piros és 1 sárga. Hányféle sorrendben állhatnak a golyók?

zzzps, 

pzzzs, 

spzzz, 

zszpz
zzzsp, 

pzzsz, 

szpzz, 

zszzp

zzpsz, 

pzszz,

szzpz, 
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1.2 Variáció 
· ismétlés nélkül
n elem k-ad osztályú ismétlés nélküli variációja -n elemből k helyre (k<n) választok elemeket - a lehetséges sorrendek száma:  

Vnk= n(n-1)(n-2)..(n-k+1)=
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Példa: 10 versenyző indul egy sportversenyen. Hányféleképpen alakulhat ki a dobogósok listája?

n=10, k=3

V103=
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· ismétléssel
n elem k-ad osztályú ismétléses variációja -n elemből k helyre választok elemeket úgy, hogy egy elemet többször is választhatok - a lehetséges sorrendek száma: 
Vnk,(i)=nk

itt k>n is lehet
Példa: Hányféleképpen lehet kitölteni egy TOTO szelvényt?

13+1 helyre kell tippelni 3 féle (1,2,X) elemekből.

V314,(i)=313
1.3 Kombináció
· ismétlés nélkül
n elem k-ad osztályú ismétlés nélküli kombinációja -n elemből kiválasztok k elemet (k<n) a lehetséges kiválasztások száma:
Cnk=
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ezt a kifejezést 
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-val jelöljük és „n alatt a k”-nak mondjuk.
Cn0=
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Ellenőrizze, hogy 
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Példa: Hányféleképpen lehet kitölteni egy ötös LOTTO szelvényt?
n=90, k=5
C905=
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· ismétléssel:
n elem k-ad osztályú ismétléses kombinációja -az n elemből kiválasztott k elem között többször előfordulhat ugyanaz az elem. A lehetséges kiválasztások száma: 

Cnk,i=
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itt k>n is lehet
Példa: 3 különböző színű golyó van egy urnában. Két golyót veszek ki úgy, hogy az elsőt miután kivettem visszateszem. Hányféle „golyópárosom” lehet?
Számozzuk meg a színeket 1-től 3-ig
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n=3, k=2

C32,i=
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1.4 Kiegészítések, alkalmazások

1.4.1 Mintavételi módszerek

Legyen adva egy termékből N db. Ebből S db. selejtes. Kiválasztunk egy n elemű mintát. Hány olyan minta képezhető, amelyben pontosan k db. termék selejtes?
Kétféle mintavételi módszerről kell szólnunk: a visszatevés nélküli és a visszatevéses mintavételről.

· Visszatevés nélküli mintavétel:

S(N; n(N; k(n

Ha az n elemű mintában k db a selejtes, akkor (n-k) db hibátlan. A k selejtest S db.-ból választottuk ki, ezt 
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féleképpen tehetjük meg. Az (n-k) hibátlan terméket (N-S) db.-ból választottuk. Ezt 
[image: image14.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

k

n

S

N

féleképpen tehetjük.

A selejtes termékek bármelyik csoportjához társíthatjuk a hibátlan termékek bármelyik csoportját, így összesen:
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 féle mintát kaphatunk, amelyek mindegyikében k db. selejtes és n-k db. hibátlan termék van.
Ebben a példában a sorrend nem számított, a mintát egyszerre emeltük ki (visszatevés nélküli mintavétel).

· Visszatevéses mintavétel
Ha a mintát egyenként vesszük, majd a kiválasztott elemet újra visszatesszük- visszatevéses mintavételről van szó. Ekkor a húzások során nem változik a tétel összetétele (S számú selejt és N-S számú hibátlan termékből áll.). Az olyan n elemű minták száma, melyek pontosan k db. selejtet tartalmaznak ismétléses variációval számítható ki:  
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Megjegyzés: Ha különbözőnek tekintjük azokat a választásokat, ahol pl. a kiválasztott selejtes termék az első, vagy a második helyen szerepel- vagyis figyelembe vesszük a sorrendet is, akkor a fent kapott lehetséges kiválasztásokat permutálni kell. Így az ismétlés nélküli esetben a lehetséges kiválasztások száma a sorrend figyelembe vételével:
n! 
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míg visszatevéses esetben: 
[image: image20.wmf]
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1.4.2 A binomiális tétel
Kéttagú kifejezést n-dik hatványra emelünk.
· n természetes szám, a és b valós számok
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Bizonyítás:

Az 
[image: image25.wmf]n
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 kifejezés kéttagú összeg n tényezős szorzata. A szorzásnál minden tagot minden taggal kell szorozni. Így olyan összeget fogunk kapni, melyek mindegyikében a és b szerepel szorzótényezőként, mégpedig oly módon, hogy a hatványkitevőjük összege n. Vagyis a(n-k)bk alakú.

Egy-egy ilyen tagból annyi van, ahány féleképpen n-ből ki tudok választani k –t, vagyis 
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1.4.3 Binomiális együtthatók tulajdonságai:

Írjuk fel a binomiális tételt n=0, 1, 2, 3, 4
(a+b)0=






1

(a+b)1=





      1(a + 1(b

(a+b)2=





  1(a2+2(ab+1(b2

(a+b)3=




       1(a3+3(a2b+3(ab2+1(b3
(a+b)4=




 1(a4+4(a3b+6(a2b2+4(ab3+1(b4
Ha csak az együtthatókat nézzük. a binomiális együtthatók tulajdonságait „leolvashatjuk” ebből az un. Pascal féle háromszögből.
· Minden sorban az első és az utolsó helyen 1 áll: 
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· Az együtthatók szimmetrikusak: 
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· A Pascal háromszög bármely belső eleme az előző sorban tőle jobbra és balra álló elemek összege:
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· 
[image: image30.wmf]n

n

n

n

n

n

n

n

2

1

....

2

1

0

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ



Ez azt is jelenti, hogy egy n elemű halmaz összes részhalmazainak száma 
[image: image31.wmf]n
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1.5 Gyakorló feladatok

1. Rakjuk mindenféle sorrendbe a BEA szó betűit. Hány sorrend (szó) lehetséges?

2. Rakjuk mindenféle sorrendbe a BABA szó betűit. Hány sorrend (szó) lehetséges?

3. Hány kétbetűs szócska képezhető a B,U,Z,A betűkből,


a) ha a szócskában nem lehet két azonos betű?, b) ha lehet!


c) Válaszoljon az a), b) kérdésekre, ha hárombetűs szócskákat képezünk!

4. Hányféleképpen lehet a vezetéknevének betűit permutálni?

5.  Egy turista betér, két napra kér különböző programot. Ötféle programból választhat, mindegyik egynapos. Hányféleképpen tervezhet, ha a) fontos neki a sorrend is, b) ha a sorrend nem fontos?

6. Hány kétjegyű telefonszám képezhető a) olyan, amelyben nincs két azonos számjegy (0-val nem kezdődhet), b) több azonos számjegy is szerepelhet (0-val nem kezdődhet).

7. 5 férfi vendég érkezik (barátok), egy 3-ágyas és egy 2-ágyas szoba van. Hányféleképpen lehet őket kétfelé választani?

8. Hányféle módon lehet a 8x8-as sakk-táblára nyolc bástyát elhelyezni úgy, hogy semelyik kettő ne üsse egymást (nincsenek azonos sorban vagy oszlopban)? És két bástyát?

9. Hófehérke 8 egyforma almát oszt ki a hét törpe között. Hányféle elosztási lehetőség van a) ha egyik-másik törpe nem kap, b)ha mindegyik törpe kap legalább egy almát. (A törpéket megkülönböztetjük).

10. Piros, fehér, zöld és fekete színből hányféle háromcsíkú vízszintes csíkozású zászlót lehet készíteni a) úgy, hogy háromszínű legyen


    b) úgy, hogy kétszínű is lehet, de két szomszédos csík nem lehet azonos színű.

11. Hányféle úton lehet eljutni egy 3x3-as „sakktábla” bal felső sarkából a jobb alsó sarkába, ha csak jobbra és lefelé léphetünk, mindig a szomszédos mezőre? Adja meg az eredményt általánosan nxn-es táblára!

12. Egy társaságban mindenki mindenkivel kezet fog. Összesen 10 kézfogás esik. Hányan vannak a társaságban?

13. Hányféleképpen lehet az 5/90-es LOTTO-szelvényt kitölteni úgy, hogy a) pontosan kettő páros szám szerepeljen rajta, b) minden szám vagy páros vagy páratlan legyen.

14. Két házaspár érkezik. Hányféleképpen ülhetnek le úgy, hogy senki se kerüljön a házastársa mellé

a) egy négyszemélyes padon, b) egy négyszemélyes kerek asztal körül (nem számít, hogy ki melyik széken ül, csak az számít, hogy ki a baloldali szomszédja).

15. Hígagyú Hugónak négy anyósa van, kettő szőke, kettő barna. Hányféleképpen tudja őket falhoz állítani (balról jobbra) a) egyáltalán, b) úgy, hogy a két szőke ne kerüljön egymás mellé?

16. 5 különböző időben érkezett vendéget hányféle sorrendben lehet úgy eltávolítani, hogy az elsőként érkezőt korábban pateroljuk ki, mint a másodikként érkezőt?

17. A binomiális tétel felhasználásával alakítsuk polinómmá az alábbi kifejezéseket:

a)
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b) 
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c) 
[image: image34.wmf](

)

5

2

4

y

x

+



d)
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2. Eseményalgebra

Fogalmak:
· Kísérlet, megfigyelés

· elemi esemény: (hi) a kísérlet egyik (i-dik) lehetséges eredménye

· eseménytér:
H=(h1, h2….hn( az elemi események halmaza

· összetett esemény:
A(H
az eseménytér részhalmaza, amely nem elemi esemény
· lehetetlen esemény: amely sohasem következhet be:(
· biztos esemény:mely a kísérlet során biztosan bekövetkezik, maga az eseménytér. H

2.1 Műveletek eseményekkel

1. Komplementer esemény:

Az A esemény komplementere vagy ellentett eseménye a „nem A” esemény, jele: 
[image: image36.wmf]A

, mely akkor következik be, ha az A esemény nem következik be.

2. Események összege:

A+B vagy A
[image: image37.wmf]U

B
-az az esemény, mely akkor következik be, ha az A vagy B események közül legalább az egyik bekövetkezik. Másszóval A+B esemény azon  h elemi eseményekből áll, melyekre 
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3. Események szorzata

A(B vagy A
[image: image39.wmf]I

B
az az esemény, mely akkor következik be, ha A is és B is bekövetkezik, vagyis AB azon h elemi eseményekből áll, melyekre igaz, hogy 
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4. Események különbsége

A-B vagy A\B
az az esemény, mely akkor következik be, ha az A esemény bekövetkezik, de a B nem.
Nyilvánvaló, hogy:
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2.2 Műveleti tulajdonságok
	A+A=A


	A(A=A


	Idempotencia

	A+B=B+A


	A(B=B(A


	Kommutativitás

	(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C


	(A(B)(C=A(B(C)


	Asszociativitás

	(A+B)(C=A(C+B(C


	(A(B)+C=(A+C) (B+C)

	Disztributiviás
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	de Morgan azonosságok
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2.3 Relációk események között
· Események azonossága

A azonos B-vel (A(B ), ha valahányszor A bekövetkezik, B is bekövetkezik és megfordítva.  
· Kizárás

A és B események kizárják egymást, ha egyszerre nem következhetnek be, azaz AB=Ø

· „Következik, maga után vonja”

Az A esemény maga után vonja a B eseményt ha valahányszor bekövetkezik A, mindannyiszor bekövetkezik B is. Jelben: A(B
; formálisan: AB=A
· 
Teljes eseményrendszer

Legyen H egy eseménytér és Ai
[image: image49.wmf]Ì

H (i=1,2,..n);

az Ai (i=1,2,..n) események teljes eseményrendszert alkotnak, ha:

· Ai
[image: image50.wmf]Æ

¹


· Ai(Aj=
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ha i
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· A1+A2+A3+….An=H
Másszóval: A1, A2, A3, …An teljes eseményrendszert alkotnak, ha közülük minden kisérletnél pontosan egy következik be.
2.4 Gyakorló feladatok

1. „A” esemény: holnap pontosan két vendégem lesz.

    „B” esemény. Holnap pontosan három vendégem lesz.

1) Szavakban fogalmazza meg az alábbi események jelentését:


a) Ā,   b) A+B, c)
[image: image53.wmf]B
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2) Írja fel képletben az alábbi eseményeket:


a) Nem 3 vendégem lesz.  b) Vendégeim száma sem 2, sem 3.

2. A szomszédék Blökije anyai örömök elé néz.

„A” esemény: legalább hármat kölykezik. „B” esemény: 4-nél kevesebbet kölykezik. 

Ízes magyarsággal (kényszerzubbony veszélye nélkül) fogalmazza meg az alábbi események jelentését:

a)
[image: image54.wmf]B
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×

,  b) Ā B,  c) Ā +B,  d) igaz-e, hogy Ā -ból következik B?

3. „A” esemény: holnap legalább 8 mm eső esik.

    „B” esemény: holnap legalább 15 mm eső esik.

Szövegesen fogalmazza meg az alábbi eseményeket:

a) 
[image: image55.wmf]B

,  b) AB,  c) Ā B,  d)  Ā
[image: image56.wmf]B

, e)  A+
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f) írja fel képletben az alábbi eseményt: holnapi csapadék 8 mm és 15 mm közötti lesz.

4. Vaksi egér szerint: „A”: az ott szalonna, „B”: az ott kolbász, „C”: az ott macska.

Magyarul megfogalmazva, mit jelentenek az alábbi események:

a) 
[image: image58.wmf]B

,    b) A+B,   c) Ā
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,    d) Ā 
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5. „A” esemény: az anyósom megéri a 100.-ik évét.

    „B” esemény: az anyósom megéri a 80.-ik évét.

    „C” esemény: az anyósom megéri a pénzét.

Szavakban mit jelentenek az alábbi események?
[image: image62.wmf]Ì


a) AB,    b) A+B    c) ĀB,     d) A
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,     e) 
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6. A és B két tetszőleges esemény. Igazolja, hogy 

a) AB és 
[image: image65.wmf]A

B kizárják egymást,  
 b) AB
[image: image66.wmf]Ì

A,  
 c) A+AB=A

d)A(A+B)=A
3. A valószínűség fogalma

3.1 A relatív gyakoriság értelmezése: 


Egy kisérletet n-szer elvégezve k-szor (k(n) következik be az A esemény. Az A esemény relatív gyakorisága: 
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A kísérletek számának növelésével rA értéke majdnem biztosan stabilizálódik ( egyre jobban közelít egy adott értékhez ( ezt az (elméleti) értéket nevezzük az A esemény valószínűségének és P(A)-val jelöljük.

3.2 Axiómák (Kolmogorov féle)

Legyen T a H eseménytéren értelmezett eseményalgebra
(vagyis T olyan halmaz, melynek elemei a H részhalmazaiból származnak és értelmezhető rá a halmazalgebra kritériumai)- 

a P:T(R függvényt valószínűségnek nevezzük, az A helyen vett helyettesítési értékét P(A)-t az esemény valószínűségének nevezzük az alábbi axiómák szerint:

I. Bármely A
[image: image68.wmf]Î
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II. A biztos esemény valószínűsége 1. P(H)=1

III. Bármely A1, A2,….An
[image: image69.wmf]Î

T esetén, ha 
A1, A2,….An események egymást páronként kizáró események, akkor 
P(A1+A2 +….+An)=P(A1)+P(A2)+….+P(An)

3.3 Az axiómák legfontosabb következményei
· Ha az eseményteret alkotó n számú elemi esemény (E1, E2,…En) egyformán valószínű, akkor a hozzájuk rendelt valószínűség:

P(Ek)=
[image: image70.wmf]n
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· Az A=E1+E2+…Ek összetett esemény valószínűsége:

P(A)= P(E1+E2+…Ek)=P(E1)+P(E2)+…P(Ek)=
[image: image71.wmf]n
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Példa:

A esemény: egy kockával páros számot dobunk

Eseménytér: H=(h1, h2, h3, h4, h5, h6( 

6 elemű halmaz

Elemi események: k1=1, k2=2, k3=3, k4=4, k5=5, k6=6

E1=(k1(;
E2=(k2,(;
E3=(k3(; 
E4=(k4(;
E5=(k5(;
E6=(k6(
P(E1)= P(E2)= P(E3)= P(E4)= P(E5)= P(E6)=
[image: image72.wmf]6
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A=(k2, k4, k6(=E2+E4+E6

P(A)= P(E2+E4+E6)= P(E2)+ P(E4)+ P(E6)= =
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· Ha egy A esemény valószínűsége P(A), akkor az ellentett esemény valószínűsége P(
[image: image78.wmf]A
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Bizonyítás:

Mivel 
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P(A+
[image: image81.wmf]A

)=P(A)+P(
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P(
[image: image83.wmf]A
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Példák: 

1. Ha annak a valószínűsége, hogy Józsi eljön a randevúra 0,3;  akkor annak a valószínűsége, hogy nem jön el a randevúra 0,7.

2. A jövő héten egyik napon biztos elmegyek a könyvtárba. Ha annak a valószínűsége. Hogy hétfőn megyek a könyvtárba 1/7, akkor annak a valószínűsége, hogy nem hétfőn megyek: 6/7
· Ha A1, A2, A3, ….An teljes eseményrendszert alkotnak, akkor 

P(A1)+P(A2)+P(A3)+ ….P(An)=1

Bizonyítás: A teljes eseményrendszer definíciója alapján A1, A2, A3, ….An eseményekre igaz, hogy  A1+A2+A3+ …+An=H és  AiAj= Ø ha i≠j; Így az axiómák alapján: 

P(A1+A2+A3+ …+An)=P(H)

P(A1)+P(A2)+P(A3)+ ….P(An)=1

Példa:

Legyen az eseménytér: a magyar kártyából kihúzható lapok:

A1 esemény: ászt húzok

A2 esemény: számozott lapot húzok

A3 esemény: alsót húzok

A4 esemény: felsőt húzok

A5 esemény királyt húzok

Az A1 ,A2 ,A3, A4, és A5   események teljes esemény-rendszert alkotnak.

P(A1)=
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P(A2)=
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P(A3)=
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P(A4)=
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P(A5)=
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Látjuk, hogy: 
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· Ha A és B két tetszőleges esemény, akkor annak a valószínűsége, hogy közülük legalább az egyik bekövetkezik:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

Bizonyítás: 
Az A+B esemény előállítható két egymást kizáró esemény összegeként: A+B=A+(
[image: image90.wmf]A
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A III. axióma szerint:P(A+(
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Ugyanígy B esemény is előállítható két egymást kizáró esemény összegeként:

B=(AB)+ (
[image: image94.wmf]A
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A III. axióma szerint:

P(B)=P(AB)+P(
[image: image95.wmf]A

B)  vagyis

P(
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Ezt az előbbi összefüggésbe behelyettesítve kapjuk:

P(A+B)= P(A+(
[image: image97.wmf]A

B))=P(A)+P(
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Példa:

Legyen A esemény: piros lapot húzok a 32 lapos magyar kártyából. B esemény: figurás lapot húzok. Mi a valószínűsége, hogy piros vagy figurás lapot húzok (beleértve a piros figurás lapokat is)?

P(A)=
[image: image99.wmf]32
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(mert 8 piros lap van a 32 között)

P(B)=
[image: image100.wmf]32

16

 (mert 16 figurás lap van a 32 között)

Piros vagy figurás lap húzása: A+B esemény (8 piros+ a többi 12 nem figurások, azaz 20 lap) 

AB esemény: piros és figurás lapok száma 4 (piros ász, piros király, piros felső, piros alsó) vagyis P(AB)=
[image: image101.wmf]32
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P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)=
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· Ha az A esemény maga után vonja a B eseményt, A
[image: image103.wmf]Ì

B, akkor  P(B-A)=P(B)-P(A)


[image: image104]
Bizonyítás:

A B esemény előállítható két egymást kizáró esemény összegeként: az egyik a B-A esemény, a másik az A esemény.

A III. axióma szerint: P(B)=P(B-A)+P(A)

Amiből átrendezve kapjuk:

P(B-A)=P(B)-P(A)

Példa:

A esemény: a dobókockával legfeljebb 2-est dobok (1, 2)  B esemény: a dobókockával legfeljebb 4-est dobok (1,2,3,4). 

Ha bekövetkezik az A esemény, akkor bekövetkezik a B esemény is, vagyis A
[image: image105.wmf]Ì

B
B-A esemény: a dobókockával legfeljebb 4-est dobok, de 2-esnél nagyobbat dobok. (3,4)

P(A)=
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P(B)= 
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· Újra a mintavétel:

N termékből S selejtes. n elemű mintát veszünk. Mekkora valószínűséggel lesz a mintában pontosan k db. selejtes termék?

a)visszatevés nélküli

b)visszatevéses mintavételnél.

Mindkét mintavételnél egy minta n-es alkot egy elemi eseményt. Teljesül hogy az elemi események egyformán valószínűek és véges számúak. Az összes lehetséges kiválasztás alkotja az eseményteret, mely az a) esetben (visszatevés nélküli)- 
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 elemi eseményből áll. Igy annak a valószínűsége, hogy az n elemű mintában k db. selejtes lesz:

Pk=
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b) Ha un. visszatevéses mintavételt alkalmazunk, akkor az elemi események száma Nn; . A k selejtet tartalmazó n elemű minták lehetséges száma pedig: 
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Igy annak a valószínűsége, hogy az egymás után kiválasztott n elemből k db. a selejtes:

Pk= 
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3.4 Geometriai valószínűség 

Ha az eseménytér nem véges számú elemi eseményből áll, akkor analógiát keresünk valamely geometriai alakzat- szakasz, síkidom, test- és az eseménytér között, majd az  eseményeket ezek részhalmazaként értelmezzük. 

Példa:

Egy tűt egy papírlapra ejtve, mi a valószínűsége, hogy egy adott négyzeten belül szúrja ki a papírt. 

T-nek tekintve a papírlap területét, A-nak a négyzet területét- a valószínűség P(A) = A/T lesz.

Az esemény bekövetkezésének valószínűségét geometriai alakzatok arányaival (terület, szakasz- ill. térfogatarányokkal) tudjuk megadni.

3.5 Gyakorló feladatok
1.Feldobunk egy kockát. Mi a valószínűsége annak, hogy 

a) 2-est dobunk,   b) páros számot dobunk,   c) 3-mal osztható számot dobunk.

2.Feldobunk két kockát. Mi a valószínűsége, hogy

a) legalább egyik hatos,  b) a két kocka azonos számra esik,  c) a két kocka különböző számra esik, d) a két pontszám összege=7, e) a két pontszám összege legalább 7.

3. Hófehérke véletlenszerűen kiválaszt 3 törpét, aludni küldi őket.

Mi a valószínűsége annak, hogy SZUNDI is köztük van?

4. Hat érmét feldobunk. Mi a valószínűsége annak, hogy 3 fej + 3 írás az eredmény?

5. 32 lapos kártyából véletlenszerűen kihúzunk 4-et. Mi a valószínűsége annak, hogy

a) mind a négy piros,  b) Van köztük piros, c) van köztük ász, d) kettő piros, kettő zöld,  e) mind a négy lap más színű,  f) köztük van a piros 7-es.

6. Mi az esélye annak, hogy egy 3-gyerekes családban több lány van mint fiú?

7. A háromgyerekes családok hány %-ban nincs fiú?

8. Két egyforma bástyát véletlenszerűen leteszünk a 8x8-as sakktáblára. Mi az esélye annak, hogy nem ütik egymást?

9. Két házaspár véletlenszerűen leül egy padra. Hány % az esélye annak, hogy legalább egyik házaspár egymás mellé kerül?

10. Mennyi az esélye annak, hogy egy 5/90-es LOTTO-szelvénnyel nyerünk, azaz legalább 2 találatunk van?

11. dr. Csóth Ányos tanár úr 4 (titkos) imágója egymástól függetlenül piros, fehér és zöld levéllemezeken csám-csámboroghat. Mi az esélye annak, hogy adott pillanatban a piroson egyetlen rusnya dög sem sündörög? (Mindhárom színt egyformán preferálják.)

12. Ha tíz könyvet helyezünk el tetszőleges sorrendben egy könyvespolcon és három könyvet előre megjelöltünk, akkor mi a valószínűsége annak, hogy a megjelölt könyvek egymás mellé kerülnek?

13. Döbrögi uram, hogy csökkentse elagyabugyálási esélyét, 2 hasonmást szerződtet. Lúdas Matyi erről nem értesül az interneten, három ízben lazsnakol, mint szokott. a) Mi az esélye annak, hogy legalább egyszer a valódi Döbrögi ülepit lepi meg? b) Mennyi Döbrögi megmenekülésének esélye, ha 3 hasonmást szerződtet?

14. Csali Csilla jegyzett hamiskártyás addig matat (a pakliban) mígnem makk akad a kezébe. Mi az esélye annak, hogy ez csak a negyedik húzásra sikerül? (Oldjuk meg visszatevéssel és visszatevés nélkül is!)

15. Mennyi az esélye annak, hogy egy 25 tagú társaságban van kettő, akik azonos napon születtek (év nem számít)?

16.(Ez nehéz:) Mennyi az esélye annak, hogy az 5/90-es LOTTO-n adott héten két, három, négy vagy öt egymásmelletti számot húznak ki?

4. Feltételes valószínűség

Az A eseménynek a B eseményre vonatkozó feltételes valószínűsége alatt azt értjük, hogy mi a valószínűsége az A esemény bekövetkezésének, feltéve, ha B esemény bekövetkezik.

Jelölés: P(A(B)

Feltéve, hogy P(B)>0, 
P(A(B)=
[image: image113.wmf])
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Az eseményteret mintegy leszűkítjük a B-hez tartozó eseményekre.

Példa:

Adott 100 emberből álló sokaság.  Ebből 35 kék szemű és 40 szőke hajú ember.

Kérdés: Mi a valószínűsége annak, hogy a 100 emberből találomra kiválasztva egyet az kék szemű lesz, feltéve, ha szőke a haja?
Annak a valószínűsége, hogy az 100 emberből egyet kiválasztva, az szőke lesz: PS=
[image: image114.wmf]100
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Annak a valószínűsége, hogy a 100 emberből egyet kiválasztva, az kékszemű lesz: 
[image: image115.wmf]100
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A szőke hajúak között a kékszeműek száma: 20
Annak a valószínűsége, hogy egy kiválasztott ember szőke is és kékszemű is: 
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Annak a valószínűsége, hogy a szőkék között találomra egy kékszeműt választok: P(K(S)=
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Tétel:

Ha A1, A2 és B egyazon eseménytér eseményei és P(B)>0, akkor 

P((A1+A2)(B)= P(A1(B)+P(A2(B)-P(A1(A2(B)

4.1 A valószínűségek szorzási szabálya

A és B két tetszőleges esemény, P(A)>0 és P(B)>0

Egymásra vonatkoztatott feltételes valószínűségek:

P(A(B)=
[image: image118.wmf])
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P(B(A)=
[image: image119.wmf])

(

)

(

A

P

A

B

P

×


P(A(B)=P(A(B)(P(B)
illetve

P(B(A)= P(B(A)(P(A)

Példa:

Egy áruház összes látogatója közül átlagban 25% keresi fel a műszaki osztályt. Ezek közül 64% vásárol ott valamit. Mekkora a valószínűsége, hogy egy látogató műszaki cikket vásárol?

A esemény:
a látogató felkeresi a műszaki osztályt.
P(A)=0,25

B esemény: vásárol a műszaki osztályon: P(B(A)=0,64

P(A(B)= P(B(A) P(A)(=(0,64(0,25 =0,16 

vagyis 16% a valószínűsége annak, hogy egy tetszőleges látogató műszaki cikket fog vásárolni.

A szorzási szabály általánosan:

P(A1(A2 ((An)=P(A1)(P(A2(A1)(P(A3(A1(A2)( (P(A4( A1(A2(A3)(……(P(An( A1(A2(A3(…An-1)

4.2 Események függetlensége:

A és B eseményt akkor tekintjük (sztochasztikusan) függetlennek , ha az egyik bekövetkése semmilyen vonatkozásban nem függ a másik bekövetkezésétől, vagyis P(A(B)=P(A) mely azt is jelenti hogy P(B(A)=P(B)

A szorzási szabály alapján ez megfelel az alábbinak:
P(A(B)=P(A)(P(B)

Események függetlenségének eldöntésénél a fenti kapcsolat megléte szükséges és elégséges feltétel.

Példa:
Egy pénzérmét kétszer feldobunk. Mi a valószínűsége, hogy mind a két dobásnál fej lesz?

A dobások eredményei függetlenek egymástól. A fej dobásának valószínűsége 
[image: image120.wmf]2
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Az (FF) esemény valószínűsége: 
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Megjegyzés: Több esemény esetén, ha azok teljesen függetlenek, akkor P(ABC..)=P(A)P(B)P(C)..

4.3 Teljes valószínűség tétele

Ha B1, B2,   Bn teljes eseményrendszer,A pedig egy tetszőleges esemény, akkor A esemény valószínűsége:

P(A)= P(A(B1)+P(A(B2)+….+P(A(Bn)

a szorzási szabály alkalmazásával:

P(A) = P(A(B1)(P(B1)+ P(A(B2)(P(B2)+ …(P(A(Bn)(P(Bn)

P(A)=
[image: image122.wmf])
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      Ez a teljes valószínűség tétele.

[image: image123]
Bizonyítás:
Mivel B1, B2,   Bn teljes eseményrendszert alkotnak, így BiBj=Ø, (ha i≠j) azaz páronként kizáróak, ugyanakkor B1+B2+   +Bn=H

Bármely A eseményre igaz, hogy 
A(H=A ; tehát





A = A(B1+B2+   +Bn)=AB1+AB2+ …ABn
És (ABi)(ABj)=A(BiBj)= Ø (ha i≠j)
azaz  ABi és  ABj események is páronként kizáró események.

A III. axióma alapján: P(AB1+AB2+ …ABn)= P(AB1)+P(AB2)+ …P(ABn)=P(A)

A szorzási szabály alkalmazásával: P(A(B1)P(B1)+P(A(B2)P(B2)+ …P(A(Bn)P(Bn)=P(A)

Példa:

Egy zöldségárusnál 2-féle alma kapható Jonagold és Starking. A Jonagold a készlet 30%-át, a Starking a készlet 70%-át teszi ki. A Jonagold alma 90%-a első osztályú, a Starking alma 50%-a első osztályú. Véletlenszerűen kiválasztunk egy almát. Mekkora a valószínűsége, hogy első osztályú almát választunk?

A –a kiválasztott alma első osztályú

B1 – a kiválasztott alma Jonagold 

B2 – a kiválasztott alma Starking 

B1 és B2 teljes eseményrendszert alkot.

P(B1) = 0,3
P(A(B1) = 0,9

P(B2) = 0,7
P(A(B2) = 0,5

P(A) = P(AB1+AB2)=P(AB1)+P(AB2)= P(A(B1)P(B1)+ P(A(B2)P(B2)= 0,9.0,3 + 0,5.0,7 = 0,62 

Vagyis 62 % a valószínűsége, hogy első osztályú almát választunk

4.4 Bayes-tétel

Ha nem magának az A esemény bekövetkezésének valószínűségét akarjuk megtudni, hanem pl. azt, hogy egy adott teljes eseményrendszer eseményei milyen szerepet játszottak az A esemény bekövetkezésében akkor az alábbi valószínűséget keressük:
P(Bk(A)

P(Bk(A)=
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Bizonyítás:
Tudjuk, hogy  P(Bk(A)= 
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A számlálóban: P(BkA)=P(ABk)=P(A(Bk)P(Bk)

A nevezőben pedig a teljes valószínűség tétele alapján: P(A)= 
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Így: P(Bk(A)= 
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Példa
Tegyük fel, hogy első osztályú almát választottunk. Mi a valószínűsége annak, hogy ez Jonagold ?
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[image: image130.wmf])
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További példa 

Az étteremben az evőeszközöket három fiókban tárolják. Rendesen külön a késeket, villákat és kanalakat. A kézilány azonban eléggé rendetlen módon össze-vissza helyezte a fiókokba az evőeszközöket. Az I. fiókba 6 kés 4 kanál és 2 villa került. A II. fiókba 4 kés 5 kanál és 5 villa, míg a III. fiókba 3 kés 5 kanál és 7 villa került. Az I. fiókból 0,6 valószínűséggel választok, a II. fiókból 0,3 valószínűséggel, míg a III. fiókból 0,1 valószínűséggel választok evőeszközt.

a. Mi a valószínűsége, hogy találomra elővéve egy evőeszközt, az kés lesz?

A esemény: kést veszek elő. B1 esemény: I. fiókból veszek, B2 esemény II. fiókból veszek B3 esemény III. fiókból veszek. A B1, B2 és B3 események teljes eseményrendszert alkotnak.

P(A(B1)=
[image: image131.wmf]12
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P(A(B2)=
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P(A(B3)=
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A teljes valószínűség tétele alapján:

P(A)= P(A(B1)P(B1)+P(A(B2)P(B2)+P(A(B3)P(B3) 

P(A)=
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Vagyis annak a valószínűsége, hogy találomra kést veszek elő (40 %

a) Ha előveszek egy kést, mi a valószínűsége, hogy azt a II. fiókból vettem elő?

A Bayes tétel alapján:

P(B2(A)=
[image: image135.wmf]211
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Vagyis a kezemben lévő kés 21 % valószínűséggel származik a II. fiókból.

4.5 Független és nem független kísérletek
Ha egy kísérletet többször megismételünk és az ismételt kísérletek kimenetelei nem befolyásolják egymást, akkor független kísérletekről beszélünk.

Példák

1. Feldobunk egy játékkockát egymás után többször. Az egyes dobások kimenetele- a felső lapon lévő pontok-  nem függ a megelőző dobások eredményétől és nem befolyásolja a következő dobásokat sem.

2. Visszatevéses mintavételnél az egymás utáni húzások eredménye nem függ a megelőzőtől.

· Többszörös kísérletek

Független kísérletekről beszélhetünk akkor is, ha több kísérletet végzünk egyszerre (akár különböző eseményterekből származhat az egyes kísérletek lehetséges kimenetele) és az egyes kísérletek kimenetelei nincsenek egymásra semmiféle befolyással. 

Példa:

Egy játékkockát és egy pénzérmét dobunk fel egyszerre. Az egyik eredménye nem befolyásolja a másikon megjelenő eredményt.

Az eseménytér ebben az esetben az alábbi elemi eseményekből áll, (összesen 12):

(1, i); (1, f); (2,i); (2,f); (3,i); (3,f); (4,i); (4,f); (5,i); (5,f); (6,i); (6,f)

Mindegyik kimenetel azonos valószínűségű, 
azaz 1/12.

Legyen most A esemény, hogy a játékkockán páros számot dobok (P(A)=1/2),

 B pedig, hogy a pénzérmén írás kerül felülre. P(B)=1/2

Állítsuk elő az AB eseményt!

(2,i); (4,i);(6,i)- azaz 3 ilyen eset van, vagyis

P(AB)=3/12=1/4

Látjuk, hogy P(AB)=P(A)P(B) 
Vagyis ebben az esetben is igaz, hogy független események együttes bekövetkezésének valószínűsége megegyezik az események valószínűségeinek szorzatával.

Általánosítás:

Független kísérletek esetén n-szer elvégezve a kísérletet, annak a valószínűsége, hogy az első kísérletben az A1, a másodikban az A2, a harmadikban A3 …az n-dikben An lesz a kísérlet eredménye, azaz bekövetkezik az {A1A2A3..An} esemény:

P(A1A2A3..An)=P(A1)P(A2)P(A3)..P(An)

Példák:

Egy kockát n-szer feldobva, mi a valószínűsége, hogy valamennyi dobás 6-os lesz?

Előbbi meggondolásunk alapján ez a valószínűség 
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Egy kockát n-szer feldobva, mi a valószínűsége, hogy pontosan egyszer dobunk 6-ost?

Ha az n kísérletből egyszer lesz 6-os, akkor  (n-1)-szer nem hatos lesz. A 6-os dobás valószínűsége 
[image: image137.wmf]6
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; a nem 6-osé
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. Összen n számú olyan dobássorozat van, melyben egy 
6-os szerepel. Vagyis a kérdéses valószínűség: 
[image: image139.wmf](
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· Bernoulli kísérletsorozat

Független kísérletek sorozatát Bernoulli kísérletsorozatnak nevezzük, ha a kísérletnek két kimenetele lehet: A esemény illetve 
[image: image140.wmf]A

 esemény.

Az esemény bekövetkezésének valószínűsége (egy kíserletben) p az ellentett esemény valószínűsége 1-p

Annak a valószínűsége, hogy n kísérletből az A esemény pontosan k-szor következik be:
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Példa:

Annak a valószínűsége, hogy X hazudik 0,3

Annak a valószínűsége, hogy 5 állításából 2 hazugság: P2=
[image: image142.wmf]3087
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· Nem független kísérletek

Ha a kísérletek kimenetelei hatással vannak egymásra, akkor a fenti meggondolásokat nem alkalmazhatjuk. Ilyen esetben az együttes bekövetkezés valószínűségét a feltételes valószínűségekkel a szorzási szabály segítségével tudjuk kiszámítani.
Példa:

Egy dobozban van 10 fehér és 15 fekete golyó. Mi a valószínűsége, hogy háromszor húzva visszatevés nélkül, mindig fehér golyót húzunk?

Jelentse A1, hogy elsőre, A2, hogy másodikra, A3, hogy harmadikra fehér golyót húzunk.

Mind a három húzás fehér golyó: A1A2A3 esemény következik be.

P(A1A2A3)=P(A1)P(A2(A1)P(A3(A1A2)

P(A1)=
[image: image143.wmf]25
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P(A2(A1)=
[image: image144.wmf]24
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P(A3(A1A2)=
[image: image145.wmf]23
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P(A1A2A3)=
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Természetesen ez megegyezik a korábbi tanulmányaink alapján a visszatevés nélküli mintavétel esetében számított:

P3=
[image: image147.wmf]052
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 értékkel.

4.6 Gyakorló feladatok
1. Egy kockával dobunk kétszer, az első dobás 6-os volt. Mi a valószínűsége annak, hogy a két dobás összege 11 pont?

2. Két kockával dobunk. Mennyi a valószínűsége, hogy a két kocka valamelyike 1-est mutat, feltéve, hogy a dobott számok összege kisebb vagy egyenlő mint 5?

3. Egy kockával dobunk kétszer, a két pontszám összege 11. Mi az esélye annak, hogy az első dobás 6-os volt

4. Függetlenek-e az A, B események ha 
P(A+B)= 76 %,

P(A)=60%
P(B)=40% ?

5. Egy társaság 40 %-a szőke, 60 %-a barna. A szőkék fele kékszemű, a barnák hatoda kékszemű. a) A társaság hány %-a kékszemű? (Teljes vsz. tételes) b)a kékszeműek hány %-a szőke? (Bayes tétel.)
6. Egy szálloda jövedelmének 70 %-a származik a szobák kiadásából. A szobakiadás jövedelmének 30 %-a az egyágyas szobák kiadásából származik. A teljes bevétel hány százaléka könyvelhető el az egyágyas szobákból származónak?

7. Egy városban ugyanannyi férfi van, mint nő. Minden 100 férfi közül 5 és minden 10000 nő közül 25 színvak. Mennyi a valószínűsége, hogy a színvakokról vezetett nyilvántartásból egy kartont kiválasztva, az férfi kartonja?

8. Két telefonfülke áll a ház előtt. Az egyik jó, a másik „akadozik”, átlag 20 %-ban elnyeli a pénzt és nem ad vonalat. Telefonálni akarunk, bedobjuk a pénzt. a) Mi a valószínűsége, hogy kapunk vonalat? b) Azt tapasztaltuk, hogy kaptunk vonalat. Mi a valószínűsége, hogy a jó fülkéből telefonálunk.

9. A jó fülkét sárgára festik, amit nem kedvelünk, így ha csak lehet a másikból telefonálunk, amit az esetek 70 %-ában meg is tehetünk, mert üres. Így mi az esélye, hogy kapunk vonalat? 

10. Tekintsük azokat a kétgyermekes családokat, ahol van fiú. Ezek hány százalékában fiú mindkét gyermek?

11. Röfike nem kultiválja a paszulyt, pedig a vályúban a szemek egynegyede az. Három szemet véletlenszerűen bekap. Mi a valószínűsége annak, hogy kiköpi?

12. Egy makacs öngyújtó átlagosan a 4-ik kattintásra gyullad. Mi az esélye, hogy a harmadik kísérletre gyullad?

13. Egy kereskedő egy bizonyos gyümölcsöt  3  termelőtől szerez be. A vásárolt mennyiség 40%-a az első termelőtől származik, ennek fele első osztályú. A második termelőtől az összmennyiség  35%-át szerzi be, ennek  70%-a  első osztályú, míg a harmadik termelő csak első osztályú árut szállított. Kiválasztunk egy gyümölcsöt és az másodosztályú. Mennyi a valószínűsége annak, hogy a második termelőtől származik?

14. Egy főiskolán a hallgatók  45%-a  első éves,  30%-uk  másodéves, a többiek felsőbb évesek. Annak a valószínűsége, hogy egy hallgató félévi vizsgaátlaga legalább közepes, rendre  7/20,  12/25,  és  3/5.  Ha egy találomra kiválasztott hallgató vizsgaátlaga közepesnél gyengébb, akkor mennyi a valószínűsége annak, hogy az illető első éves?

15. Egy terméket  60  darabos csomagolásban szállítanak. Ismert, hogy a csomagok egynegyede  1  hibásat, másik negyede  2  hibásat tartalmaz. A többiben nincs hibás. Egy találomra kiválasztott csomagból kiveszünk  2 terméket. Mennyi annak a valószínűsége, hogy mindkettő hibátlan?

5. Valószínűségi változók

5.1 Valószínűségi változó értelmezése
Ha az eseménytér (H) elemi eseményeihez valós számokat tudunk rendelni, akkor értelmezhető a H(R valós függvény. Vagyis egy adott kisérlet véletlentől függő kimenetelét egy ( 
[image: image148.wmf]Î

 R (olv.:kszí) valós mennyiség jellemzi.

Pl. (
· egy telefonközpontba naponként beérkező hívások száma. 

· A fejek száma, ha az érmét 80-szor feldobjuk

· Egy LOTTO szelvényen a találatok száma
· 10 munkadarab között a selejtesek száma
· A találomra kihúzott hajszálunk hossza
· Jövő év március 15-én Keszthelyen a napi maximum hőmérséklet

Ezek olyan számok, melynek konkrét értéke a véletlentől függ.

Az olyan mennyiségeket, melynek értéke a véletlentől függ valószínűségi változónak nevezzük.

Jelölésük görög kis betű: (, (, stb.

A valószínűségi változó pontos értékét nem tudjuk, de tudjuk, hogy milyen értékei lehetségesek (elméletileg vagy tapasztalat alapján)

A valószínűségi változó tehát az elemi események terén értelmezett függvény.

Ha a valószínűségi változó csak egymástól elkülönülő meghatározott értékeket vehet fel, akkor diszkrét valószínűségi változóról beszélünk (hívások száma, fejek száma, selejt száma stb).
Ha a valószínűségi változó egy megadott intervallum összes értékét felveheti, akkor folytonos valószínűségi változóról beszélünk. (hajszál hossza, a maximum hőmérséklet értéke stb.)

5.2 Diszkrét valószínűségi változó eloszlása

Ha a megadott kisérlet során a hi elemi esemény következett be és a valószínűségi változó definíciója szerint ehhez az xi értéket rendeltük, akkor azt mondjuk, hogy a valószínűségi változó az xi értéket vette fel: (=xi
A (=xi esemény valószínűségét a P((=xi) szimbólummal jelöljük.

Pl.

Két kockával dobunk. Elemi események: a két kocka felső lapján lévő pontok összege.
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Ez a ( valószínűségi változó eloszlása (esély-megoszlása):
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A fenti diagramot elméleti meggondolások alapján állítottuk elő.

Nagy számú megfigyelés esetén előállíthatjuk tapasztalati úton az egyes eseményekhez tartozó relatív gyakoriságokat is. Ezek az elméleti értéktől többé-kevésbé eltérőek lesznek, de növelve a megfigyelések számát egyre jobban közelítik azt.

Számos olyan feladat van, amikor a megfigyelt relatív gyakoriságokból akarunk az elméleti valószínűségre következtetni. (pl. adott nap maximum hőmérséklete)
5.3 Diszkrét valószínűségi változó eloszlásfüggvénye

Definiálhatunk egy függvényt úgy. hogy 

F(x)=P((<x),

[image: image161.wmf]R
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-vagyis minden valós számhoz (x) hozzárendeljük annak a valószínűségét, hogy ( ennél kisebb.

Ezt nevezzük a valószínűségi változó eloszlásfüggvényének : 
· F(x) meghatározása diszkrét valószínűségi változónál

Diszkrét valószínűségi változónál a valószínűségi változó által felvehető értékek véges, vagy végtelen, de megszámlálható sokaságú halmazt alkotnak.  Összegezzük mindazon valószínűségeket, melyek az xi<x értékekhez tartoznak:

F(x)= 
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Ábrázolva a két kockával való dobás valószínűségi eloszlásfüggvényét:
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· lépcsős függvényt kapunk, melynek értékkészlete 
[0, 1]

· monoton növekszik

5.4 Folytonos valószínűségi változó eloszlásfüggvénye

Ha a valószínűségi változó által felvehető értékek összefüggő intervallumon helyezkednek el, vagyis folytonos valószínűségi váltózóról van szó, akkor is értelmezhetjük az eloszlásfüggvényt az alábbiak szerint:

F(x)=P((<x)
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Az eloszlásfüggvény monoton nő és 
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Annak a valószínűsége, hogy a valószínűségi változó az [a,b[ intervallumba esik: 
P(a ( ( <b )=F(b)-F(a)

5.5 A folytonos valószínűségi változó sűrűségfüggvénye

Ha az F(x) eloszlásfüggvényhez létezik f(x)(0 függvény, úgy hogy

F(x)=
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(Itt a változót azért jelöltük t-vel, hogy megkülönböztessük az integrálás felső határát jelölő x-től.)
az f(x) függvényt a valószínűségi változó sűrűségfüggvényének nevezzük.

F’(x)=f(x)

Ha deriváljuk az F(x) eloszlásfüggvényt, akkor megkapjuk a sűrűségfüggvényt. Ha a sűrűségfüggvényt integráljuk, akkor megkapjuk az eloszlásfüggvényt, feltéve ha F(x) differenciálható ill. f(x) integrálható.

A sűrűségfüggvény minden esetben nemnegatív és a függvénygörbe és az x tengely által bezárt terűlet nagysága 1; vagyis  
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 improprius konvergens és értéke 1.
· Kapcsolat a sűrűségfüggvény és az eloszlásfüggvény között
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5.6 A valószínűségi változó várható értéke és szórása

5.6.1 A várható érték: 

A várható érték az átlaggal analóg fogalom. (súlyozott átlag)

Legyen ( diszkrét valószínűségi változó; amelynek lehetséges értékei {x1, x2, ….xn}, amelyeket p1, p2, ….pn valószínűséggel vesz fel (pk=P((=xk)
Szorozzuk meg (súlyozzuk) az adott xi értéket a hozzá tartozó pi valószínűséggel: pixi
. 

A pixi értékek összegét a ( valószínűségi változó várható értékének nevezzük.

formulázva:

M(()=
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Ha minden egyes xi-hez azonos pi tartozik, amely így szükségképpen pi=
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, akkor a várható érték megegyezik az xi értékek (i=1..n) számtani átlagával. 

Pl. egy kockával dobunk. ( a dobott pontok értéke xi
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Mindegyik egyformán valószínű: pi=
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A várható érték:
M(()=
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Ez megegyezik az 
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 számtani átlaggal.

(A várható érték lehet olyan szám, amelyet a valószínűségi változó nem is vehet fel)

Pl. Két kockával dobunk. Valószínűségi változó a dobott pontok összege. 
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	pixi
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Várható érték:
M(()=
[image: image202.wmf]å
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Ez is megegyezik az xi értékek számtani átlagával.

A várható érték akkor nem egyezik az átlaggal, ha az eloszlás nem szimmetrikus, mint az alábbi ábrán látható eloszlásnál, ahol az xi értékek számtani átlaga 3,5 , de a valószínűségi változó várható értéke:M(()= 
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Folytonos valószínűségi változó esetén is definiáljuk a várható értéket:

M(()=
[image: image206.wmf]ò
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ahol f(x) a valószínűségi változó sűrűségfüggvénye

Ha ez az improprius  integrál nem konvergens, akkor az adott valószínűségi változónak nincs várható értéke.

· A várható érték tulajdonságai:

· Konstans valószínűségi változó várható értéke: M(c)=c

· Valószínűségi változó skalárszorosának várható értéke: M(c(()=c(M(()

· Az (= (+a (a skalár konstans)valószínűségi változó várható értéke: M(()=M((+a)=M(()+a

· Valószínűségi változók összegének várható értéke: M((+()=M(()+M(()

Megjegyzés: A várható érték a sűrűségfüggvény súlypontja, nem lehet kisebb a lehetséges értékek minimumánál, és nem lehet nagyobb a legnagyobb lehetséges értéknél.
5.6.2 Szórás (szórásnégyzet)

A várható érték körüli ingadozásról ad információt a szórás ill. szórásnégyzet. 

(A sűrűségfüggvény lapultságát méri)

A valószínűségi váltózó várható értéktől vett eltérésének négyzete is valószínűségi változó. Ennek várható értékeként definiáljuk a szórásnégyzetet.
D2(() =M{[(-M(()]2}

ill. D(()=+
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Tétel: Ha a (, és (2 valószínűségi változók és mindkettőnek létezik várható értéke akkor a  ( szórásnégyzete előállítható az alábbiak szerint:

D2(()=M((2)-M2(().

Bizonyítás.
D2(()=M([(-M(()]2)=M((2-2(M(()+M2(())=M((2)-2M(()M(()+M2(()=M((2)-2M2(()+M2(()=M((2)-M2(()

· Diszkrét valószínűségi változó szórásnégyzete és szórása
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Pl. Két kockával dobunk. Valószínűségi változó a dobott pontok összege. 
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· Folytonos valószínűségi változó szórásnégyzete ill. szórása

D2(()= 
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D(() = +
[image: image245.wmf]ò

+¥

¥

-

-

dx

x

f

M

x

)

(

)]

(

[

2

x


5.7 A Markov és a Csebisev egyenlőtlenség

Amennyiben ismert a ( valószínűségi változó eloszlása és eloszlásfüggvénye, meghatározhatjuk a várható értéket és szórást és választ adhatunk olyan kérdésekre, hogy mi a valószínűsége, hogy az adott valószínűségi változó valamely értéknél kisebb, nagyobb vagy meghatározott értékek közé esik. Az eloszlást azonban nem minden esetben tudjuk megadni, viszont statisztikai elemzések révén elő tudjuk állítani a várható értéket, mint átlagot illetve a szórást. Ebben az esetben is tudunk becslést adni arra vonatkozóan, hogy hogyan ingadoznak a ( valószínűségi változó lehetséges értékei, a várható érték körül. Számszerűsíteni tudjuk, felső becsléssel a várhó értéktől adott mértékben való eltérés valószínűségét.
· Markov egyenlőtlenség:

Ha ( nem-negatív, véges várható értékű valószínűségi változó, akkor tetszőleges (> 0 esetén
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Vagyis annak a valószínűsége, hogy a ( valószínűségi változó értéke (-nál nagyobb értéket vesz fel kisebb egyenlő mint várható érték (átlag) és az ( hányadosa. Ha ( értékét M(()-nél kisebbre választom, akkor nyilvánvaló, de semmitmondó állítást kapok, hiszen bármilyen valószínűségi érték nem lehet 1-nél nagyobb.
Bizonyítás:

Diszkrét valószínűségi változó esetében:
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Folytonos valószínűségi változó esetében:
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 EMBED Equation.3  [image: image249.wmf](
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· Csebisev egyenlőtlenség:

Ha ( szórása létezik és ( > 0 tetszőleges szám, akkor 
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Vagyis annak a valószínűsége, hogy a ( valószínűségi változó a várható értéktől (-nál nagyobb mértékben tér el, nem több, mint a szórás és ( hányadosának a négyzete.
Bizonyítás:

Alkalmazzuk a Markov féle egyenlőtlenséget az alábbi jelölésekkel:

(=((-M(())2
 ( is valószínűségi változó, értéke biztosan 
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 EMBED Equation.3  [image: image254.wmf](
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Példa: 
Évi csapadékösszeg várható értéke (sokévi átlaga) 600 mm.

Szórása: 70 mm.

Mi a valószínűsége, hogy egy adott évben 1000 mm-nél több esik?
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azaz, a keresett valószínűség nem nagyobb 3 %-nál.
5.8 Gyakorló feladatok

1. Ábrázoljuk a ( valószínűségi változó eloszlását és eloszlásfüggvényét, adjuk meg a várható értékét és szórását:

a)
P((=-1)=
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P((=0)=
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P((=1)=
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b)
P((=-4)=0,1
P((=0)=0,3
P((=2)=0,4
P((=4)=0,2

2. Dobjunk fel 4 db egyforintost. Legyen a valószínűségi változó a dobott fejek száma. Adjuk meg a v.v. eloszlását, eloszlásfüggvényét, várható értékét és szórását.

3. Egy dobozban 5 piros és 2 kék golyó van. Visszatevés nélkül húzunk addig. amíg az első kék golyót kihúzzuk. Jelöljük (-vel az első kék golyó kihúzásának sorszámát. Tekintsünk egy húzássorozatot egy kisérletnek.

a) adjuk meg a ( valószínűségi változó eloszlását

b) Számítsuk ki a ( valószínűségi változó várható értékét

c) Számítsuk ki a   ( valószínűségi változó szórását!

4. Az Utazási Irodák szövetsége az utazási szokásokról végzett felmérést. Az elmúlt évben a külföldre utazók korosztályi megoszlását az alábbi táblázat mutatja:

	21-30 év
	31-35 év
	36-40 év
	41-47 év
	48-55 év

	180 000 fő
	120 000 fő
	62 000 fő
	10 000 fő
	5 000 fő


a) Állapítsa meg az egyes korosztályok relatív gyakoriságát!
b) Mennyi a külföldre utazók átlagos életkora? (Várható értéke)



5. Legyen ( sűrűségfüggvénye:
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Határozzuk meg ( eloszlásfüggvényét és várható értékét

Mekkora annak a valószínűsége, hogy (-nek a 0-tól való eltérése kisebb, mint 0,1?

6.  Az A paraméter milyen értéke mellett lehet valamely ( valószínűségi változó sűrűségfüggvénye az alábbi függvény?
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a) Adjuk meg az eloszlásfüggvényt!

b) 
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7. Az ( valószínűségi változó eloszlásfüggvénye:



    0,
ha x ( 1,

 F(x)=
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a) Mennyi a valószínűsége, hogy a ( változó
[image: image264.wmf]2

3

-nél kisebb vagy 3-nál nagyobb értéket vesz fel?

b) Számítsuk ki ( várható értékét!

6. Diszkrét valószínűségi változók nevezetes eloszlásai
6.1 Binomiális (Bernoulli) eloszlás

A megfigyelésünk kétféle eredményt adhat: egy A esemény bekövetkezik vagy nem következik be. 

n számú (egymástól független) megfigyelést végzünk.

Az A esemény valószínűsége minden egyes kísérletnél: p.

A valószínűségi változó: n megfigyelésből az A esemény  bekövetkezésének száma (gyakorisága, k). Ez a visszatevéses mintavétel tipikus esete, ahol láttuk, hogy annak a valószínűsége, hogy az egymás után kiválasztott n elemből k db. a selejtes:

P((=k) = pk = 
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Az 
[image: image266.wmf]p
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 jelöléssel ez megfelel az alábbiaknak:

Annak a valószínűsége, hogy az A esemény n számú megfigyelésből k-szor következik be:

P((=k)= 
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A binomiális eloszlásban az n és a p un. paraméterek

· A binomiális eloszlás várható értéke: M(()= np.
Bizonyítás: (csak illusztráció, nem kell levezetni!
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· A binomiális eloszlás szórásnégyzete: D2(()=
[image: image271.wmf]k

n

k

n

k

q

p

k

n

k

-

=

å

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

0

2

-M2(()=npq.

· A binomiális eloszlás szórása:                D(()=
[image: image272.wmf]npq
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Az eloszlás diagramja és az eloszlásfüggvény; rögzített n (n=10) estén különböző p értékeknél
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[image: image274.emf]n=10; p=0,5
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[image: image275.emf]n=10; p=0.75
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Az eloszlás (sűrűségfüggvény) képe és az eloszlásfüggvény rögzített p (p=0,2) esetében különböző n értékeknél
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 EMBED Excel.Chart.8 \s [image: image280.emf]Binomiális eloszlás eloszlásfüggvény p=0,2
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Példa:
Egy céltáblára egymástól függetlenül tízen lőnek, mindegyik 0,8 valószínűséggel talál.

a) Mennyi a valószínűsége, hogy csak hárman találják el a táblát?

(: a céltáblán lévő találatok száma. Lehetséges értékei ki: 0, 1, 2, …10

n:a kísérletek száma, n=10

p: a találat valószínűsége (az egyes lövéseknél) p=0,8
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b) Mennyi a céltáblán lévő találatok várható értéke? (sokszor lőnek célba, majd átlagolják a találatok számát)

M(()=np=10(0,8=8

c) Mennyi a céltáblán lévő találatok számának szórása?

D(()=
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6.2 Hipergeometrikus eloszlás

A visszatevés nélküli mintavételnél N elem között S rendelkezett egy adott tulajdonsággal. Az adott tulajdonságú elem kiválasztásának valószínűsége: p=
[image: image284.wmf]N

S

. N elemből választottunk ki n számú elemet. A valószínűségi változó: azon elemek száma, melyek rendelkeznek az adott tulajdonsággal (k). k lehetséges értékei: 0, 1, 2…min{n,S}.

Annak a valószínűsége, hogy a kiválasztott n elemből pontosan k számú elem rendelkezik az adott tulajdonsággal:

P((=k)= 
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A hipergeometrikus eloszlás paraméterei: N, S, n

· A hipergeometrikus eloszlás várható értéke: M(()==np
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· A hipergeometrikus eloszlás szórása: D(()=
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Hipergeometrikus eloszlás különböző minta elemszámok(n) esetén
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[image: image290.emf]N=20; S=4; n=13
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Példa hipergeometrikus eloszlásra: 

20 láda őszibarack között 5 láda már régebbi szállítmányból való, így kissé löttyedt barackok vannak benne. A kereskedő a  ládák tetejére válogatott szép barackokat helyez. 3 ládát fogok venni. Mi a valószínűsége, hogy 

a) mind friss barackokat tartalmaz, b) 1 rossz láda van közte, c)kettő rossz láda van közte illetve 
d) mindhárom rossz? 
Paraméterek: N=20, S=5, n=3, k=0,1,2,3
a) P((=0)=
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b) P((=1)= 
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c) P((=2)= 
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d) P((=3)= 
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6.3 Poisson eloszlás

A ritka események valószínűségi eloszlása. Tekinthető a binomiális eloszlás speciális határértékének, amikor is n (a megfigyelések száma) nagyon nagy és p=P(A) nagyon kicsi.

Ekkor a
P((=k)=
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kifejezés jól közelíthető annak határértékével, ha n eléggé nagy és p viszonylag kicsi. 
itt: q=(1-p)

Bevezetve az np=( jelölést
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Vagyis a Poisson eloszlás:

P((=k)=
[image: image297.wmf]l

l

-

e

k

k

!


(Ezzel sokszor könnyebb számolni, mint a binomiális eloszlás képletével.)
A Poisson eloszlás paramétere: (

ahol: (=np

· A Poisson eloszlás várható értéke: M(()=(
· A Poisson eloszlás szórása: D(()=
[image: image298.wmf]l


Tipikusan Poisson eloszlású valószínűségi változók:
· Az adott tömegű radioaktív elemnél bizonyos időtartam alatt elbomló atomok száma

· Egy üzletbe adott időszak alatt betérő vásárlók száma (sorbanállási probléma)

· Mikroszkóp alatt adott mm2-en leszámolható baktériumok száma

· Mazsolás süteményben egy levágott szeletben található mazsolák száma.

Példa:

Egy készülék meghibásodásának átlagos száma 10 000 munkaóra alatt 10. A meghibásodások eloszlása csak a vizsgált időtartam hosszától függ. Határozzuk meg annak a valószínűségét, hogy a készülék 200 működési óra alatt elromlik.

Megoldás:

10 000 óra alatt 10 meghibásodás van átlagosan. Annak a valószínűsége, hogy 1 óra alatt meghibásodik: 
[image: image299.wmf]10000
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Legyen ( valószínűségi változó a 200 óra alatt bekövetkező meghibásodások száma:

P((=k)=
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Annak a valószínűsége, hogy a készülék nem romlik el (k=0)

P(k=0)=
[image: image302.wmf]2
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Tehát annak a valószínűsége, hogy a 200 óra alatt legalább egyszer elromlik: 

1-P(k=0)=1-e-0,2=0,18 azaz 18%

[image: image303]
6.4 Gyakorló feladatok

1. Három kockát egyszerre feldobunk, ξ legyen a 6-os dobások száma. (Binomiális eloszlás) a) Adjuk meg ξ várhatóértékét és szórását. 
b) Mi az esélye annak, hogy a 6-osok száma páros?

2. 1000 termék közül 50 selejtes. Találomra kiveszünk tízet. Mi a valószínűsége annak, hogy lesz köztük selejtes, ha 
a) visszatevéssel választunk? (Binomiális), 
b) visszatevés nélkül választunk (Hipergeometrikus)?  
c) Mindkét esetben határozzuk meg a kivettek között talált selejtesek számának várható értékét és szórását.

3. Azt beszélik, hogy a LINKOLÓGIAI Tanszéken a hallgatók 25 %-a elvérzik. Ma 10 vizsgázó van, ξ jelentse a sikertelen vizsgázók számát. (Binomiális eloszlás) 
a)M(ξ )=? ,  
b)Mi annak az esélye, hogy ma Karatty professzor a 10 közül egyet sem tesz hidegre?

4. A 40 rabló elindul. Oly bárgyúak, hogy mindegyikük (egymástól függetlenül) csak 10 % eséllyel hoz zsákmányt. ALIBABA csak akkor gurul be, ha mindegyik üres kézzel tér vissza.
a) Mi a valószínűsége, hogy nem gerjed haragra? 
b) Legyen ξ a zsákmánnyal visszatérők száma. Számoljuk ki várhatóértékét és szórását.  (Binomiális eloszlás) 
c) Poisson-közelítéssel adjuk meg a P(ξ =20) esélyt, azaz, hogy a rablók fele sikeres.

5. Az 5/90-es LOTTO-ról beszélve, a héten 4,4 millió „szelvényen” tippeltek. 
a) A beérkezett szelvények közül kb. hány nyer (a 0 és az 1 találatos nem nyer)?
b)Mi az esélye annak, hogy a 4,4 millió szelvény között van 5- találatos? (Számoljuk először az ellentettjének esélyét).

6. Egy szálloda portájára a déli órákban óránként átlagosan 10 telefonhívás érkezik. Mi az esélye annak, hogy ma 12 és 13 óra között pontosan 5 telefonhívás érkezik? (Poisson) 

7. A híres Záthony kikötőbe véletlenszerűen tévednek be cirkálók, havonta átlagosan egy. Mennyi annak az esélye, hogy a jövő hónapban legalább két cirkáló fut Záthonyra? (Poisson). 

8. Feljegyezték, hogy PARIPATA községben 50 év alatt 10 ember boldogult meg lórugás következtében. Mi a valószínűsége annak, hogy a következő évben legalább egy ember kerül szembe lovagiatlan lóval? (Poisson eloszlás)

9. Megbízható adatok szerint egy jólismert menzán nyáron ugyanannyi tányér leves légymentes, mint ahányban 1 hatlábú szárnyas kószál. 10 tányér közül kb. hányban szürcsöl pontosan két ázott jószág (Poisson eloszlás)

10. Egy 500 oldalas könyvben 400 sajtóhiba van oldalanként Poisson eloszlásban. Jelentse ξ egy találomra felütött oldalon a sajtóhibák számát. 
a) Mennyi ξ  várhatóértéke (az egy oldalra eső sajtóhibák számának átlaga)? 
b) Becsülje meg a könyvben a hibamentes oldalak számát [500 po].

11. Egy 500 oldalas könyvben 250 oldalon nincs sajtóhiba. Kb. hány sajtóhiba van a könyvben? (Poisson eloszlás)

12. Addig dobáljuk a kockát, míg az első 6-ost elérjük, ξ jelentse ennek sorszámát. Adjuk meg ξ lehetséges értékeit (k) és ezek valószínűségét (pk = P(ξ =k). 
a) Rajzoljuk fel ξ valószínűségmegoszlásának elejét fésű formájában. 
b) Írjuk fel ξ várhatóértékét szumma alakban (ne számoljuk ki).

13. Egy pénzérmét addig dobálunk fel, mígnem a fejek száma először meghaladja az írások számát. Jelölje ξ a szükséges dobások számát. Határozzuk meg ξ  megoszlásának első néhány tagját. Pl.: p1=P(ξ =1)=1/2, azaz már az első fej)
Rajzoljuk fel a megoszlás gereblyéjének első néhány fokát, és adjunk alsó becslést ξ várhatóértékére.

7. Folytonos valószínűségi változók nevezetes eloszlásai

Folytonos valószínűségi változónál az eloszlást a sűrűségfüggvénnyel, f(x), vagy az eloszlásfüggvénnyel, F(x) jellemezhetjük.
7.1 Egyenletes eloszlás:

Ha egy valószínűségi változó az [a,b] intervallum valamennyi azonos hosszúságú részintervallumába azonos eséllyel eshet, akkor egyenletes eloszlású:

Sűrűségfüggvénye: f(x)
f(x)=
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Eloszlásfüggvénye: F(x)
F(x)=
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[image: image306.png]1/(b—a)
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· Az egyenletes eloszlás várható értéke: M(()=
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· Az egyenletes eloszlás szórása: D(()=
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Példa:
Egy telefonhívás délután 5 és 7 között bármikor azonos valószínűséggel fog beérkezni. 

Mi a valószínűsége, hogy 6 előtt érkezik a hívás? 

A valószínűségi változó: a hívás időpontja, (
Az eloszlás paraméterei: a=5, b=7

F(x)=
[image: image310.wmf]2
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P((<x)=F(x)

F(6)=
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azaz annak a valószínűsége, hogy a hívás 6 előtt érkezik: 
[image: image312.wmf]2
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7.2 Normális eloszlású valószínűségi változó

A valószínűségi változó eloszlása normális, ha sűrűségfüggvénye szimmetrikus haranggörbe. Formulája:

f(x)=
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Ennek maximuma az x=m helyen van.





A 
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érték a lapultságra jellemző szám
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A normális eloszlás tehát az m és 
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paraméterekkel jellemezhető.

Eloszlásfüggvénye: 

F(x)= 
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· A normális eloszlás várható értéke: M(()=m

· A normális eloszlás szórása: D(()=(
 A sűrűségfüggvény  integrálja, azaz az eloszlásfüggvény nem adható meg zárt alakban, ezért közelítő számítási módszerekkel szokták megadni x különböző értékeihez a megfelelő F(x) értékeket. Tekintettel azonban, hogy valahány m és 
[image: image320.wmf]s

 értékekre ez más és más lenne, felhasználva a függvénytranszformáció eljárását egyetlen eloszlásfüggvény értékeinek megadása elegendő. Ez pedig a standard normális eloszlás lesz.
7.2.1 Standard normális eloszlás

Standard normális eloszlásúnak nevezzük a normális eloszlású valószínűségi változót, ha m=0 és (=1

(Ennek az értékeit tartalmazzák a tankönyvekben található táblázatok)
A standard normális eloszlás
Sűrűségfüggvénye






Eloszlásfüggvénye
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· A standard normális eloszlás eloszlásüggvényének néhány értéke:

P((<x)=((x)

	x
	((x)
	x
	((x)
	x
	((x)
	x
	((x)

	0,0
	0,5000
	1,0
	0,8413
	2,0
	0,9772
	3,0
	0,9987

	0,1
	0,5398
	1,1
	0,8643
	2,1
	0,9821
	3,1
	0,9990

	0,2
	0,5793
	1,2
	0,8849
	2,2
	0,9861
	3,2
	0,9993

	0,3
	0,6179
	1,3
	0,9032
	2,3
	0,9893
	3,3
	0,9995

	0,4
	0,6554
	1,4
	0,9192
	2,4
	0,9918
	3,4
	0,9997

	,5
	0,6915
	1,5
	0,9332
	2,5
	0,9938
	3,5
	0,9998

	,6
	0,7257
	1,6
	0,9452
	2,6
	0,9953
	3,6
	0,9998

	,7
	0,7580
	1,7
	0,9554
	2,7
	0,9965
	3,7
	0,9999

	,8
	0,7881
	1,8
	0,9641
	2,8
	0,9974
	3,8
	0,9999

	,9
	0,8159
	1,9
	0,9413
	2,9
	0,9981
	3,9
	3,9999


Összefüggés a normális és a standard normális eloszlás között:


[image: image323.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

F

=

s

m

x

x

F


A különböző típusú mérések – súly, hossz, idő ..stb. –eredményei tipikusan normális eloszlású valószínűségi változónak tekinthetők. Itt a mérések átlagát tekintjük várható értéknek és a hibát a szórásnak.

Példa: 

Egy parketta gyárban a parketták hossza normális eloszlású valószínűségi változó, m=35 cm várható értékkel és (=0,5 cm szórással. 

a) A parketták hány százaléka lesz rövidebb 34 cm-nél?

b) Mekkora annak a valószínűsége, hogy a parketták hossza 35 cm-től legfeljebb 0,5 cm-t tér el?

Megoldás:

a) Legyen ( a parketták hossza. Az eloszlásffüggvény: P((<34)=F(34) adja meg a választ a kérdésre.
A standard normális eloszlás alapján: F(34)=
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A standard normális eloszlás táblázata csak pozitív x értékekre van ugyan megadva, de tudjuk, hogy az eloszlás szimmetrikus a 0-ra. Ebből következik, hogy 
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Vagyis  
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azaz a parkettáknak mindössze 2,28%-a lesz 34 cm-nél rövidebb.

b) Ez a kérdés arra irányul, hogy a gyártott parketták hány százaléka esik a várható érték egyszeres szórásnyi környezetébe.
A válasz: F(35,5)-F(34,5) meghatározása jelenti.

F(35,5)=
[image: image328.wmf])
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F(34,5)=
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F(35,5)-F(34,5)=2
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Vagyis normális eloszlás esetén a valószínűségi változó 68,26% valószínűséggel esik a várható érték egyszeres szórásán belülre.

:

7.3 Exponenciális eloszlás

Az exponenciális eloszlás sűrűségfüggvénye:

f(x) = 
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Az exponenciális eloszlásfüggvény alakja

F(x) = P((<x) = 
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· Az exponenciális eloszlás  várható értéke: M(() = 
[image: image335.wmf]1
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· Az exponenciális eloszlás  szórása: D(() = 
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Exponenciális eloszlást követnek pl. a radioaktív bomlási folyamatok, az alkatrészek élettartamai stb.

Példa: Legyen ( egy villanykörte élettartama. Átlagosan 1000 óra. Mi a valószínűsége, hogy egy találomra választott villanykörte kevesebb, mint 500 óráig működik?

Exponenciális eloszlás M(()=

[image: image337.wmf]1000
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(=0,001
Az eloszlásfüggvény x=500-hoz tartozó értéke adja meg a választ.
Az eloszlásfüggvény: 
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F(500)=1-e-0,001*500=0,3935
Vagyis kb. 39 % annak a valószínűsége, hogy a körte 500 órán belül meghibásodik.

Az exponenciális eloszlás szoros kapcsolatban van a Poisson eloszlással. Ha egy jelenség bekövetkezésének száma Poisson eloszlást követ, akkor a jelenség bármely két egymás utáni bekövetkezése közötti időtartam exponeciális eloszlású valószínűségi változó.

Példa: 

Egy hivatalba óránként átlagosan 6 ember érkezik. Legyen a ( valószínűségi változó az hogy negyed óra alatt hányan érkeznek a hivatalba. Ez egy Poisson eloszlású valószínűségi változó. Várható értéke: (=6/4=1,5

Így például annak a valószínűsége, hogy negyedóra alatt két ügyfél érkezik:
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Feltehetjük a kérdést úgy is, hogy mi a valószínűsége, hogy két ügyfél érkezése között negyedóránál kevesebb idő telik el?

A két ügyfél érkezése közötti időtartam, mint valószínűségi változó exponenciális eloszlású. Számoljunk percekben. Az exponenciális eloszlásban szereplő paraméter, ( értékét úgy határozhatjuk meg, hogy: ha egy óra alatt átlagosan 6 ember érkezik, akkor átlagosan 10 percenként érkeznek az ügyfelek: 10=
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Az exponenciális eloszlás eloszlásfüggvényéből:
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Vagyis mintegy 78 % annak a valószínűsége, hogy két ügyfél érkezése között kevesebb, mint negyedóra telik el.

7.4 Gyakorló feladatok
1. Egy 1 m sugarú körlemezbe véletlenszerűen becsapódik egy kavics, nem tudjuk hova, de a körlemez bármely négyzetcentiméteres területére azonos valószínűséggel csapódik be. Jelölje ξ a becsapódás távolságát a kör középpontjától (méterben).

a) határozza meg és ábrázolja ξ eloszlás-függvényét /F(x)-et/ és sűrűségfüggvényét /f(x)-et/.

b) számítsuk ki ξ várhatóértékét, M(ξ) értékét.

2. Az átvételre kerülő sertések tömege normális eloszlású, 100 kg átlaggal és 10 kg szórással. A sertések hány %-át nem fogják átvenni, ha a várható értéktől (átlag) a megengedett eltérés 5 kg? [ф(0,5)=0,69; ф(-0,5)=1-0,69].

3. Egy bizonyos szeminárium-teremben májusban a hőmérséklet nem normális, de normális eloszlású 30 oC átlaggal és 10 oC szórással. Ha a hőmérséklet 35 oC fölé emelkedik, a hőérzékeny Bekre Pál bekrepál. Ezt a szitut nem kedveli, ezért ilyenkor inkább hazaindul, mintsem oszlásnak. Mi az esélye annak, hogy május 20-án veszi a kalapját? [ф(0,5)=0,69].

4. Szószátyár Szaniszló körmondatainak hossza exponenciális eloszlású, átlagosan fél perc. Mondatainak kb. hány százaléka rövidebb 15 mp-nél?

5. Egy szálloda portájára óránként átlagosan 10 telefonhívás érkezik. Mi annak a valószínűsége, hogy két hívás között legalább 12 perc telik el? (Exponenciális eloszlás).

6. Dr. Pitekant, jeles őslénytanász naponta közli a hetilapokban azt az észrevételét, hogy az anyóspopuláció élettartama exponenciális eloszlású. A statisztika szerint az anyósok fele túléli a 80 évet. Ha igaza van Pitekantnak,

a) Mennyi az anyósok átlagos élettartama?

b) 1000 élő anyósból kb. hány múlt el 160 éves?

7. Egy megfigyelési ponton két róka felbukkanása közötti idő (ξ) exponenciális eloszlást követ. Annak a valószínűsége, hogy két róka megfigyelése között legalább 5 nap telik el: P(ξ>5)=1/e.

a) Határozzuk meg ξ várhatóértékét és szórását.

b) Mi az esélye annak, hogy 24 órán belül felbukkan a következő róka?

8. Beszéljünk mégegyszer az 5/90-es LOTTO játékról. Tegyük fel, hogy hetenként 4,4 millió szelvény érkezik be. Legyen ξ a várakozási idő (hetekben) ami két ötöstalálat között eltelik. Ez exponenciális eloszlást követ. Először határozzuk meg a várhatóértékét, majd annak esélyét, hogy legalább 4 hónap (16 hét) telik el telitalálat nélkül.

9. Egy elektronikus berendezésbe 3 azonos IC-t építenek be, melyek átlagos élettartama 3 év és az élettartam exponenciális eloszlást mutat. Amennyiben valamelyik IC tönkre megy, a készülék nem használható.Mekkora annak a valószínűsége, hogy egy IC legalább 8 évig működőképes?

10. Egy berendezés elkészítéséhez szükséges idő normális eloszlású valószínűségi változó 15 óra várható értékkel és 1 óra 30 perc szórással. Mi a valószínűsége, hogy egy berendezés elkészítése  
a)16 óra 45 percnél tovább tart;

b)13 óra és 18 óra között befejeződik?

8. Két valószínűségi változó együttes eloszlása

Több valószínűségi változó együttes vizsgálata esetén nem elegendő külön-külön az egyes valószínűség-eloszlálások ismerete. Az egymás közötti kapcsolatokról ez ugyanis. nem mond semmit.

8.1 Az együttes eloszlás értelmezése

· Diszkrét valószínűségi változók esetében:
Legyen ( és ( két valószínűségi változó, mindegyik vegye fel az 1, 2, 3 értékeket, egyaránt 
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 valószínűséggel, azaz:
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Ezek a valószínűségek nem határozzák meg a 
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 valószínűséget (i, k=1,2,3)

A 
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 vektorváltozó, lehetséges értékei a sík pontjai.

A fenti példában a vektorváltozó az alábbi értékeket veheti fel:

(1,1); (1,2); (1,3); (2,1); (2,2); (2,3); (3,1); (3,2); (3,3)

A lehetőségek tehát 3 x 3, azaz 9 felé oszlanak. Ha ezek bekövetkezése egyenlően valószínű, akkor egy-egy értékpár bekövetkezési valószínűsége 
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 EMBED Equation.3  [image: image351.wmf]x
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Másképp is megoszolhatnak a valószínűségek:
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A sötétebb terület megfelel annak az eseménynek, hogy   E=
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azaz E=(( ( 2 és ( ( 1) ennek a valószínűsége az első esetben: 
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a második esetben: 
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· Folytonos valószínűségi változó esetében: 

Ha van olyan h(x,y) kétváltozós függvény, hogy a sík minden E tartománya esetén

[image: image376.wmf](

)

[

]

òò

=

Î

E

dxdy

y

x

h

E

P

)

,

(

,

h

x

 

akkor  a 
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 valószínűségi vektorváltozót és annak eloszlását is folytonosnak nevezzük. 
A h(x,y) függvényt a 
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 valószínűségi vektorváltozó együttes  sűrűségfüggvényének nevezzük. 
A sűrűségfüggvény teljes síkra vonatkozó integrálja egyenlő 1-gyel.

Az együttes eloszlásfüggvény:
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[image: image380]
8.1 Peremeloszlások:

Egy 
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 valószínűségi vektorváltozó  eloszlása egyértelműen meghatározza a   
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 és 
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 valószínűségi változók külön-külön vett valószínűségeloszlását. Ezeket peremeloszlásoknak  vagy vetületi eloszlásoknak nevezzük.

A fenti diszkrét példáknál:
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h2(x,y)
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Az eloszlásfüggvényekre pedig igaz, hogy:

ha F(x) a ( ; G(y) pedig az 
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 valószínűségi változó eloszlásfüggvénye, akkor fennáll, hogy:

F(x)=P((<x, 
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<() = H (x, ()

G(y)=P((<(, 
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<y) = H ((, y)

8.3 Valószínűségi változók függetlensége:

A ( és ( valószínűségi változókat függetlennek mondjuk, ha tetszőleges [a, b] illetve [c, d] intervallum esetén fennáll, hogy:

P{(a
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Ez azt jelenti, hogy H(x,y)=F(x)(G(y)

A sűrűségfüggvényekre is fenáll, hogy:

h(x,y)=f(x)(g(y)

Ha két változó nem független, akkor a fenti egyenlőségek nem igazak.

8.4 Korreláció

Ha ( és( valószínűségi változók függetlenek akkor M(( ()= M(() M(() , amiből következik, hogy a 
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 szorzat várható értéke 0.

Felmerül a gondolat, hogy a két változó közötti kapcsolatot, a változók egymástól való függőségét a fenti szorzat várható értékével jellemezzük.

A C=M[
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számot a ( és( valószínűségi változók kovarianciájának nevezzük.

Látszik, hogy, ha ( és( ugyanaz, vagyis ( =( akkor a szorzat egyenlő a szórásnégyzettel [D2(()]

Bebizonyítható, hogy a kovariancia abszolút értéke nem lehet nagyobb a ( és( valószínűségi változók szórásainak szorzatánál, azaz : 
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Vagyis, ha a kovarianciát elosztjuk a 
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 szorzattal, akkor egy  -1 és +1 közé eső számot kapunk. Ezt a számot a ( és ( korrelációs együtthatójának nevezzük (r-rel jelöljük):
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A korrelációs együttható abszolút értéke méri a a ( és( valószínűségi változók lineáris függőségét (lineáris kapcsolatuk szorosságát). Minél szorosabb az összefüggés a két változó között, r abszolút értéke annál közelebb van 1-hez.

Ha a két változó között lineáris függvénykapcsolat van 
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x
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, akkor a korreláció értéke +1 vagy -1, aszerint, hogy b>0 vagy b<0. 
Megjegyezzük, hogy ha ( és( között nem lineáris függvénykapcsolat van (pl. ( =(2), akkor 
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, ezért mondtuk, hogy r csak a lineáris kapcsolatot méri.
Mind a C kovariancia, mind az r korrelációs együttható képlete tovább alakítható :
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Vagyis: 
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Ennek alapján a korrelációs együttható:
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8.5 Gyakorló feladatok
1. Egy dobozban 1-től 16-ig számozott cédulák vannak. Véletlenszerűen kihúzunk egy cédulát és megvizsgáljuk két szempontból: a cédulán lévő szám osztható-e kettővel illetve osztható-e 3-mal. A ( valószínűségi változó legyen 1, ha páros számot húztunk, és legyen 0, ha páratlant. Az ( valószínűségi változó legyen 1, ha 3-mal osztható szám szerepel a cédulán, más számoknál legyen 0. Írjuk fel a ((, () kétdimenziós valószínűségi változó eloszlását és határozzuk meg a ( és az ( peremeloszlását.

2. Végezzünk dobásokat egy hatlapos és egy nyolclapos „kockával”. A ( jelentse a hatlapos kockán lévő számot,  ( pedig a nyolclapos kockán lévő számot. Írjuk fel a ((, () kétdimenziós valószínűségi változó eloszlását.
3. Legyen ((, () egyenletes eloszlású a 
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 egyenlőtlenségekkel jellemzett téglalap alakú tartományon.
a) Írjuk fel ((, () eloszlásfüggvényét
b) Számítsuk ki az eloszlásfüggvény alapján a 
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 valószínűségeket.

4. Egy érettségiző osztály matematika és történelem osztályzatainak megoszlását mutatja az alábbi táblázat:
	Matek

töri
	1
	2
	3
	4
	5
	Össz.

	1
	0
	1
	1
	0
	0
	2

	2
	1
	2
	0
	1
	1
	5

	3
	0
	4
	5
	1
	0
	10

	4
	0
	0
	4
	2
	1
	7

	5
	0
	1
	1
	1
	1
	4

	Össz.
	1
	8
	11
	5
	3
	28


(-vel jelöljük a történelem, (-val a matematika osztályzatát egy adott tanulónak.. 
Ha véletlenszerűen kiválasztunk egy tanulót az osztályból 
a) mi a valószínűsége, hogy történelemből 4-ese van? 
b) mi a valószínűsége, hogy matekból is és töriből is jelese van?
c) Mi a valószínűsége, hogy matekból jobb jegye van, mint töriből? 

5. A fenti táblázat alapján van-e összefüggés (korreláció) a matek és a töri jegyek között?
B
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Diagram5
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Diagram2
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		6		0.0050955373		0.0001089872		0.0000003444

		7		0.0006894286		0.0000061303		0.0000000058

		8		0.0000604116		0.0000002207		0.0000000001
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500 termékből 10-t kiválasztva, a selejtek száma szerint annak a valószínűsége, hogy az eredeti sokaságban 20, 50, 100, 200 volt selejtes
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0.0413936034

0.0100532283

0.0014345744

0.0000913346



Diagram3

		20

		50

		100

		200



k=2, N=500, n=10

selejtek száma

p

0.0509442956

0.1952274745

0.3050504065

0.1199018268



Diagram1

		20

		50

		100

		200



0.0000131157

0.0012962214

0.0254884139

0.2020060368



Diagram4

		20		20

		50		50

		100		100

		200		200



k=2

k=5

S

p(S)

500 termékből 10-t kiválasztva, a selejtek száma szerint annak a valószínűsége, hogy az eredeti sokaságban 20, 50, 100, 200 volt selejtes

0.0509442956

0.0000131157

0.1952274745

0.0012962214

0.3050504065

0.0254884139

0.1199018268

0.2020060368



Munka2

		500		200		10				500		100		10				500		50		10				500		20		10

		k								k								k								k

		0		0.0056886086						0		0.1049510346						0		0.3451621748						0		0.6623115931

		1		0.0390969664						1		0.2684169682						1		0.3913403343						1		0.2812363453

		2		0.1199018268						2		0.3050504065						2		0.1952274745						2		0.0509442956

		3		0.2160688211						3		0.2028494645						3		0.0564088414						3		0.0051698228

		4		0.2533664152						4		0.087395169						4		0.0104496108						4		0.0003244773

		5		0.2020060368						5		0.0254884139						5		0.0012962214						5		0.0000131157

		6		0.1108985844						6		0.0050955373						6		0.0001089872						6		0.0000003444

		7		0.0413936034						7		0.0006894286						7		0.0000061303						7		0.0000000058

		8		0.0100532283						8		0.0000604116						8		0.0000002207						8		0.0000000001

		9		0.0014345744						9		0.0000030954						9		0.0000000046						9		0

		10		0.0000913346						10		0.0000000704						10		0.0000000704						10		7.51619370428759E-16

				k=2		20		50		100		200

						0.0509442956		0.1952274745		0.3050504065		0.1199018268		0.6711240034

				k=5		0.0000131157		0.0012962214		0.0254884139		0.2020060368





hiperdiag

		n=1		n=1		n=1		n=1		n=1

		n=2		n=2		n=2		n=2		n=2

		n=3		n=3		n=3		n=3		n=3

		n=4		n=4		n=4		n=4		n=4

		n=5		n=5		n=5		n=5		n=5

		n=6		n=6		n=6		n=6		n=6

		n=7		n=7		n=7		n=7		n=7

		n=8		n=8		n=8		n=8		n=8

		n=9		n=9		n=9		n=9		n=9

		n=10		n=10		n=10		n=10		n=10

		n=11		n=11		n=11		n=11		n=11

		n=12		n=12		n=12		n=12		n=12

		n=13		n=13		n=13		n=13		n=13

		n=14		n=14		n=14		n=14		n=14

		n=15		n=15		n=15		n=15		n=15

		n=16		n=16		n=16		n=16		n=16

		n=17		n=17		n=17		n=17		n=17

		n=18		n=18		n=18		n=18		n=18

		n=19		n=19		n=19		n=19		n=19

		n=20		n=20		n=20		n=20		n=20



0

1

2

3

4

p

N=20, S=4

0.8

0.2

0

0

0

0.6315789474

0.3368421053

0.0315789474

0

0

0.4912280702

0.4210526316

0.0842105263

0.0035087719

0

0.3756449948

0.4623323013

0.1486068111

0.0132094943

0.0002063983

0.2817337461

0.4695562436

0.2167182663

0.0309597523

0.0010319917

0.2066047472

0.4507739938

0.2817337461

0.0577915377

0.0030959752

0.1475748194

0.4132094943

0.3380804954

0.0939112487

0.0072239422

0.1021671827

0.3632610939

0.3814241486

0.1386996904

0.0144478844

0.0681114551

0.306501548

0.4086687307

0.1907120743

0.026006192

0.0433436533

0.2476780186

0.4179566563

0.2476780186

0.0433436533

0.026006192

0.1907120743

0.4086687307

0.306501548

0.0681114551

0.0144478844

0.1386996904

0.3814241486

0.3632610939

0.1021671827

0.0072239422

0.0939112487

0.3380804954

0.4132094943

0.1475748194

0.0030959752

0.0577915377

0.2817337461

0.4507739938

0.2066047472

0.0010319917

0.0309597523

0.2167182663

0.4695562436

0.2817337461

0.0002063983

0.0132094943

0.1486068111

0.4623323013

0.3756449948

0

0.0035087719

0.0842105263

0.4210526316

0.4912280702

0

0

0.0315789474

0.3368421053

0.6315789474

0

0

0

0.2

0.8

0

0

0

0

1



Diagram6

		0		0.1021671827		0.0072239422

		1		0.3632610939		0.0939112487

		2		0.3814241486		0.3380804954

		3		0.1386996904		0.4132094943

		4		0.0144478844		0.1475748194



n=4

n=8

n=16

k

P

0.3756449948

0.4623323013

0.1486068111

0.0132094943

0.0002063983



Diagram7

		0		0		0

		1		1		1

		2		2		2

		3		3		3

		4		4		4



n=4

n=8

n=13

k értékei

p valószínűség

n értékei

0.3756449948

0.1021671827

0.0072239422

0.4623323013

0.3632610939

0.0939112487

0.1486068111

0.3814241486

0.3380804954

0.0132094943

0.1386996904

0.4132094943

0.0002063983

0.0144478844

0.1475748194



Hiprgeom

		Hipergeometrikus eloszlás, k=						n=1		n=2		n=3		n=4		n=5		n=6		n=7		n=8		n=9		n=10		n=11		n=12		n=13		n=14		n=15		n=16		n=17		n=18		n=19		n=20

		N=20		S=4		0		0.8		0.6315789474		0.4912280702		0.3756449948		0.2817337461		0.2066047472		0.1475748194		0.1021671827		0.0681114551		0.0433436533		0.026006192		0.0144478844		0.0072239422		0.0030959752		0.0010319917		0.0002063983		0		0		0		0

						1		0.2		0.3368421053		0.4210526316		0.4623323013		0.4695562436		0.4507739938		0.4132094943		0.3632610939		0.306501548		0.2476780186		0.1907120743		0.1386996904		0.0939112487		0.0577915377		0.0309597523		0.0132094943		0.0035087719		0		0		0

						2		0		0.0315789474		0.0842105263		0.1486068111		0.2167182663		0.2817337461		0.3380804954		0.3814241486		0.4086687307		0.4179566563		0.4086687307		0.3814241486		0.3380804954		0.2817337461		0.2167182663		0.1486068111		0.0842105263		0.0315789474		0		0

						3		0		0		0.0035087719		0.0132094943		0.0309597523		0.0577915377		0.0939112487		0.1386996904		0.1907120743		0.2476780186		0.306501548		0.3632610939		0.4132094943		0.4507739938		0.4695562436		0.4623323013		0.4210526316		0.3368421053		0.2		0

						4		0		0		0		0.0002063983		0.0010319917		0.0030959752		0.0072239422		0.0144478844		0.026006192		0.0433436533		0.0681114551		0.1021671827		0.1475748194		0.2066047472		0.2817337461		0.3756449948		0.4912280702		0.6315789474		0.8		1

						5

						6

						7

						8

						9

						10

						11

						12

						13

						14

						15

						16

						17

						18

						19

						20





Hiprgeom

		0

		0

		0

		0

		0



n=4

k

p

N= 20; S=4; n=4

0

0

0

0

0



Munka3

		0

		0

		0

		0

		0



k

p

N=20; S=4; n=8

0

0

0

0

0



		0

		0

		0

		0

		0



k

p

N=20; S=4; n=13

0

0

0

0

0



		Poisson eloszlás								k

		L=np								0		1		2		3		4		5		6		7		8		9		10

		n		p		np

		100		0.02		2				0.1353352832		0.4060058497		0.6766764162		0.8571234605		0.9473469827		0.9834363915		0.9954661945		0.998903281		0.9997625527		0.9999535019		0.9999916918

		100		0.05		5				0.006737947		0.040427682		0.1246520195		0.2650259153		0.4404932851		0.6159606548		0.762183463		0.8666283259		0.9319063653		0.9681719427		0.9863047314

		100		0.1		10				0.0000453999		0.0004993992		0.0027693957		0.0103360507		0.0292526881		0.0670859629		0.1301414209		0.2202206466		0.3328196788		0.4579297145		0.5830397502

		100		0.2		20				0.0000000021		0.0000000433		0.0000004555		0.0000032037		0.0000169447		0.0000719088		0.0002551225		0.0007785901		0.002087259		0.0049954123		0.0108117188

		100		0.3		30				0		0		0		0.0000000005		0.0000000036		0.0000000226		0.0000001173		0.0000005234		0.0000020461		0.0000071218		0.0000223488
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Diagram9

		0

		1

		2

		3

		4



k

p

N=20; S=4; n=8

0.1021671827

0.3632610939

0.3814241486

0.1386996904

0.0144478844



Diagram5

		0.8		0.6315789474		0.2817337461

		0.2		0.3368421053		0.4695562436

				0.0315789474		0.2167182663

						0.0309597523

						0.0010319917

						0



n=1

n=2

n=5

k

p

N=20, S=4, n változik



20,4,5

		Hipergeometrikus valószínűségi változó

		N		S		n		N,n				N		S		n						N		S		n						N		S		n

		20		4		5		15504				20		4		1						20		4		2						20		4		3

		k		S,k		N-S,n-k		Pk				k		S,k		N-S,n-k		Pk				k		S,k		N-S,n-k		Pk				k		S,k		N-S,n-k		Pk

		0		1		4368		0.2817337461		0		0		1		16		0.8				0		1		120		0.6315789474				0

		1		4		1820		0.4695562436		0.2817337461		1		4		1		0.2				1		4		16		0.3368421053				1

		2		6		560		0.2167182663		0.7512899897												2		6		1		0.0315789474				2

		3		4		120		0.0309597523		0.9680082559																						3

		4		1		16		0.0010319917		0.9989680083

		5								1

		6

		7

		8

		9

		10

		11

		12

		13

		14

		15





Diagram2

		0		0.1049510346		0.3451621748		0.6623115931

		1		0.2684169682		0.3913403343		0.2812363453

		2		0.3050504065		0.1952274745		0.0509442956

		3		0.2028494645		0.0564088414		0.0051698228

		4		0.087395169		0.0104496108		0.0003244773

		5		0.0254884139		0.0012962214		0.0000131157

		6		0.0050955373		0.0001089872		0.0000003444

		7		0.0006894286		0.0000061303		0.0000000058

		8		0.0000604116		0.0000002207		0.0000000001

		9		0.0000030954		0.0000000046		0

		10		0.0000000704		0.0000000704		7.51619370428759E-16



200

100

50

20

Selejtszámokhoz tartozó valószínűségi eloszlások (N=500, n=10)

0.0056886086

0.0390969664

0.1199018268

0.2160688211

0.2533664152

0.2020060368

0.1108985844

0.0413936034

0.0100532283

0.0014345744

0.0000913346



Diagram3

		20

		50

		100

		200



k=2, N=500, n=10

selejtek száma

p

0.0509442956

0.1952274745

0.3050504065

0.1199018268



Diagram1

		20

		50

		100

		200



0.0000131157

0.0012962214

0.0254884139

0.2020060368



Diagram4

		20		20

		50		50

		100		100

		200		200



k=2

k=5

S

p(S)

500 termékből 10-t kiválasztva, a selejtek száma szerint annak a valószínűsége, hogy az eredeti sokaságban 20, 50, 100, 200 volt selejtes

0.0509442956

0.0000131157

0.1952274745

0.0012962214

0.3050504065

0.0254884139

0.1199018268

0.2020060368



Munka2

		500		200		10				500		100		10				500		50		10				500		20		10

		k								k								k								k

		0		0.0056886086						0		0.1049510346						0		0.3451621748						0		0.6623115931

		1		0.0390969664						1		0.2684169682						1		0.3913403343						1		0.2812363453

		2		0.1199018268						2		0.3050504065						2		0.1952274745						2		0.0509442956

		3		0.2160688211						3		0.2028494645						3		0.0564088414						3		0.0051698228

		4		0.2533664152						4		0.087395169						4		0.0104496108						4		0.0003244773

		5		0.2020060368						5		0.0254884139						5		0.0012962214						5		0.0000131157

		6		0.1108985844						6		0.0050955373						6		0.0001089872						6		0.0000003444

		7		0.0413936034						7		0.0006894286						7		0.0000061303						7		0.0000000058

		8		0.0100532283						8		0.0000604116						8		0.0000002207						8		0.0000000001

		9		0.0014345744						9		0.0000030954						9		0.0000000046						9		0

		10		0.0000913346						10		0.0000000704						10		0.0000000704						10		7.51619370428759E-16

				k=2		20		50		100		200

						0.0509442956		0.1952274745		0.3050504065		0.1199018268		0.6711240034

				k=5		0.0000131157		0.0012962214		0.0254884139		0.2020060368





hiperdiag

		n=1		n=1		n=1		n=1		n=1

		n=2		n=2		n=2		n=2		n=2

		n=3		n=3		n=3		n=3		n=3

		n=4		n=4		n=4		n=4		n=4

		n=5		n=5		n=5		n=5		n=5

		n=6		n=6		n=6		n=6		n=6

		n=7		n=7		n=7		n=7		n=7

		n=8		n=8		n=8		n=8		n=8

		n=9		n=9		n=9		n=9		n=9

		n=10		n=10		n=10		n=10		n=10

		n=11		n=11		n=11		n=11		n=11

		n=12		n=12		n=12		n=12		n=12

		n=13		n=13		n=13		n=13		n=13

		n=14		n=14		n=14		n=14		n=14

		n=15		n=15		n=15		n=15		n=15

		n=16		n=16		n=16		n=16		n=16

		n=17		n=17		n=17		n=17		n=17

		n=18		n=18		n=18		n=18		n=18

		n=19		n=19		n=19		n=19		n=19

		n=20		n=20		n=20		n=20		n=20



0

1
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3

4

p

N=20, S=4

0.8

0.2

0

0

0

0.6315789474

0.3368421053

0.0315789474

0

0

0.4912280702

0.4210526316

0.0842105263

0.0035087719

0

0.3756449948

0.4623323013

0.1486068111

0.0132094943

0.0002063983

0.2817337461

0.4695562436

0.2167182663

0.0309597523

0.0010319917

0.2066047472

0.4507739938

0.2817337461

0.0577915377

0.0030959752

0.1475748194

0.4132094943

0.3380804954

0.0939112487

0.0072239422

0.1021671827

0.3632610939

0.3814241486

0.1386996904

0.0144478844

0.0681114551

0.306501548

0.4086687307

0.1907120743

0.026006192

0.0433436533

0.2476780186

0.4179566563

0.2476780186

0.0433436533

0.026006192

0.1907120743

0.4086687307

0.306501548

0.0681114551

0.0144478844

0.1386996904

0.3814241486

0.3632610939

0.1021671827

0.0072239422

0.0939112487

0.3380804954
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0.1475748194

0.0030959752

0.0577915377

0.2817337461

0.4507739938

0.2066047472

0.0010319917

0.0309597523

0.2167182663

0.4695562436

0.2817337461

0.0002063983

0.0132094943

0.1486068111

0.4623323013

0.3756449948

0

0.0035087719

0.0842105263

0.4210526316
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0.0315789474
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0.6315789474

0

0

0

0.2

0.8

0

0

0

0

1



Diagram6

		0		0.1021671827		0.0072239422

		1		0.3632610939		0.0939112487

		2		0.3814241486		0.3380804954

		3		0.1386996904		0.4132094943

		4		0.0144478844		0.1475748194



n=4

n=8

n=16

k

P

0.3756449948

0.4623323013

0.1486068111

0.0132094943

0.0002063983



Diagram7

		0		0		0

		1		1		1

		2		2		2

		3		3		3

		4		4		4



n=4

n=8

n=13

k értékei

p valószínűség

n értékei

0.3756449948

0.1021671827

0.0072239422

0.4623323013

0.3632610939

0.0939112487

0.1486068111

0.3814241486

0.3380804954

0.0132094943

0.1386996904

0.4132094943

0.0002063983

0.0144478844

0.1475748194



Hiprgeom

		Hipergeometrikus eloszlás, k=						n=1		n=2		n=3		n=4		n=5		n=6		n=7		n=8		n=9		n=10		n=11		n=12		n=13		n=14		n=15		n=16		n=17		n=18		n=19		n=20
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		10				0.2		0.8				15								20

		0		1		0.1073741824		0				0		1		0.0351843721		0		0		1		0.011529215		0

		1		10		0.268435456		0.1073741824				1		15		0.1319413953		0.0351843721		1		20		0.0576460752		0.011529215

		2		45		0.301989888		0.3758096384				2		105		0.2308974418		0.1671257674		2		190		0.1369094287		0.0691752903

		3		120		0.201326592		0.6777995264				3		455		0.2501388953		0.3980232093		3		1140		0.205364143		0.2060847189

		4		210		0.088080384		0.8791261184				4		1365		0.1876041715		0.6481621046		4		4845		0.2181994019		0.411448862

		5		252		0.0264241152		0.9672065024				5		3003		0.1031822943		0.8357662761		5		15504		0.1745595216		0.6296482639

		6		210		0.005505024		0.9936306176				6		5005		0.0429926226		0.9389485704		6		38760		0.109099701		0.8042077855

		7		120		0.000786432		0.9991356416				7		6435		0.0138190573		0.981941193		7		77520		0.0545498505		0.9133074864

		8		45		0.000073728		0.9999220736				8		6435		0.0034547643		0.9957602503		8		125970		0.0221608768		0.9678573369

		9		10		0.000004096		0.9999958016				9		5005		0.0006717597		0.9992150146		9		167960		0.0073869589		0.9900182137

		10		1		0.0000001024		0.9999998976				10		3003		0.000100764		0.9998867743		10		184756		0.0020314137		0.9974051726

												11		1365		0.0000114504		0.9999875383		11		167960		0.0004616849		0.9994365863

												12		455		0.0000009542		0.9999989887		12		125970		0.0000865659		0.9998982712

												13		105		0.0000000551		0.999999943		13		77520		0.0000133178		0.9999848372

												14		15		0.000000002		0.999999998		14		38760		0.0000016647		0.999998155

												15		1		0		1		15		15504		0.0000001665		0.9999998197

																		1		16		4845		0.000000013		0.9999999862

																				17		1140		0.0000000008		0.9999999992

																				18		190		0		1

																				19		20		0		1

																				20		1		0		1
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		7		1/6		4/9

		8		5/36		11/18

		9		1/9		3/4

		10		1/12		31/36

		11		1/18		17/18

		12		1/36		1
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