Többváltozós függvények
A valóságban egy-egy gazdasági mutatót több tényező is meghatározhat, több tényezőtől is függ. Ezt matematikailag un.  többváltozós függvény segítségével tudjuk leírni: 

Pl. egy órabéres dolgozó havi munkabére (B) függ attól, hogy hány órát dolgozott (x) és hány Ft az órabére (y).
B=xy  vagy B(x,y)=xy alakban írható fel

A vállalatnál az órabérek 500 és 2000 Ft között vannak; a ledolgozott órák pedig 100 és 200 között. A kétváltozós függvény értelmezési tartománya részhalmaza azon (x,y) elempárok halmazának, 
melyeknél 100 ( x (200 és 500 ( y ( 2000
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A rendezett (a,b) számpárok halmazát, ahol a(A és b(B   AxB halmaznak ( A és B halmaz Descartes féle szorzatának) nevezzük.
RxR halmaz elemei a sík pontjai. RxR halmazt jelöhetjük R2 tel.

az RxRxR halmaz elemei rendezett számhármasok, a tér pontjai. RxRxR = R3
Rn  halmaz elemei pedig rendezett  szám n-esek. (x1, x2, …….xn)

Példák:
[image: image1]
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A függvény értelmezési tartománya: 

Df={(x,y) ЄR2 (x
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n változós valós függvény tehát a következő:
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ahol 
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 rendezett szám n-eseket (n elemű vektorokat) jelöl, melyekhez valós számokat rendelünk hozzá. 
Y=f(X1, X2, ……Xn) alakban is megadható az összefüggés.

Többváltozós lineáris függvény:

Y=a0+a1X1+a2X2+…..+anXn
Kétváltozós esetben a geometriai megjelenítés egy a térben elhelyezkedő síkfelület.

A függvényérték  az X1 X2 változók síkjától mért távolság.
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Kettőnél több változó esetében un. hipersíkról beszélhetünk.

Gazdasági függvények esetében az egyes változók együtthatói az adott termelési tényező hatékonyságát fejezik ki. Feltételezés , hogy az egyes tényezők függetlenek egymástól- ezt az fejezi ki, hogy a változók hatása összegződik, additív- és hatásuk lineáris.

Többváltozós hatványfüggvény:

(Cobb-Douglas fv.)

Y=a1X1b1 a2X2b2……anXnbn
A termelési tényezők mind (Xi) összefüggnek –a változók  kizárólagos multiplikatív jellege utal erre.

Pl. Y=2X10,5X20,3
ahol: L=X1 és K=X2
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Többváltozós másodfokú függvény

Kétváltozós eset:

Y=a+b X1+c X2+d X12+e X22+f X1X2
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Egyéb kétváltozós függvények:

Pl. Y=X13-10X1X22
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Pl. Y=sin(X1X2)
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Többváltozós valós függvény értelmezési tartománya azon (x1, x2, x3, …xn) n dimenziós pontok összesége, melyre vonatkozóan a hozzárendelést előíró kifejezés értelmezhető. 
Pl.

y=3x1+lgx2    


x1(R; x2>0 kell hogy teljesüljön.


[image: image13]
Vagyis az értelmezési tartomány egy félsík pontjai.
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[image: image15]
Az értelmezési tartomány egy körlemez pontjai, ahol a kör sugara 2.
Többváltozós függvény menetének vizsgálata

Többváltozós függvény menetének vizsgálati módja rendszerint az, hogy az n változóból n-1 változót rögzítünk (ezeket konstansnak tekintjük) és a fennmaradó egy változó alapján végezzük az elemzést. Ezt mind az n-számú változóra megtesszük. Így részleges- parciális- képet kapunk a függvényről. Elképzelhető pl., hogy adott pontban egyik változó szerint növekedő, másik változó szerint csökkenő a függvényünk. 

Kétváltozós függvény geometriai megjelenítése valamilyen térbeli felület.

Gondoljunk pl. egy domborzati térképre, mely a földrajzi koordinátákhoz hozzárendeli a tengerszint feletti magasságot. 
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A z egy-egy rögzített értéke estén szintvonalakról beszélhetünk. 

 az  xy   síkba levetítjük azokat a pontpárokat, amelyekhez ugyanakkora érték tartozik 

Pl.  az 
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 függvény esetében az 
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 szintvonal egy egységsugarú körvonal pontjait jelenti.

Ha z= 4 szintvonalat akarjuk meghatározni, akkor az 
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 pontok alkotják ezt, azaz 2 sugarú körvonal pontjai.

Ha a függvényünk által meghatározott térbeli felületet az y=0 síkkal metszük, akkor a metszet az  
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 normál parabola lesz.

Más y értéket is rögzíthetünk. Pl. legyen y=5

Ebben az esetben: 
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 parabolát kapjuk metszetként.

Ha az x=0 síkkal való metszeteket vizsgáljuk:
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 ugyancsak normál parabolát kapjuk.

Ha az x változó más értékénél készítünk síkmetszetet pl. x=3, akkor is parabolát kapunk.

[image: image23.png]£
i
i






[image: image24.wmf]z

y

x

=

-

-

-

1

9

4

2

2


Nem csak a z, hanem bármely más változó szerinti metszetet is szokták szintvonalnak nevezni.
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Többváltozós függvények határértéke:

Az f: Rn(R többváltozós függvénynek az értelmezési tartománya P0 pontjában létezik a határértéke és ez az A szám, ha bármely ( >0 számhoz  található olyan ( > 0 szám, hogy ha 
P( K((P0) de P( P0 esetén 
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 teljesül.

Többváltozós függvények folytonossága:

Az f: Rn(R többváltozós függvény folytonos a P(Df pontban, ha létezik itt határértéke és ez megegyezik a helyettesítési értékével.

Tétel:

Ha egy többváltozós függvény folytonos az értelmezési tartományának P pontjában, akkor az ezen a ponton átmenő összes szintvonalai folytonos függvények az adott pontban.

Többváltozós függvények deriválása:

Parciális deriváltak:
Legyen f kétváltozós függvény. Y=f(X1, X2)

Y=X12+2X1X2+3X2
Rögzítsük X2-t, jelöljük a-val
Y= X12+2aX1+3a alakot kapjuk.

Vizsgáljuk ezt a paraméteres függvényt:

Előállítjuk a derivált függvényt (X1 szerinti parciális derivált)

Y’x1=2X1+2a
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 alakban is írhatjuk.

Rögzítsük most X1-t , X1-t jelöljük most b-vel

Így függvényünk:

Y=b12+2bX2+3X2 alakú lesz

Deriváljuk X2 szerint (Parciális derivált)

Y’x2=2b+3 illetve 
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 alakban is írhatjuk.

Többváltozós függvény szélsőértéke:

Ahol a többváltozós függvénynek szélsőértéke van, ott az összes változó szerinti parciális derivált értéke 0.
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A fenti függvény esetében tehát:

2X1+2a=0 
ill.
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2b+3=0  ill.
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 helyen lesz.

Vagyis az alábbi kétismeretlenes egyenletrendszer megoldását keressük:
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Azt, hogy ez a pont minimumhely, maximumhely vagy un. nyeregpont, ellenőrizni kell.


Előállítjuk a másodrendű parciális deriváltakat is.

Kétváltozós függvény esetében ebből négy van:

· az X1 szerinti első deriváltat deriváljuk X1szerint:

[image: image38.wmf]2

1

2

1

1

2

1

1

X

f

X

X

f

X

f

x

¶

¶

=

¶

¶

¶

=

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶


· az X2 szerinti első deriváltat deriváljuk X2szerint:
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· az X1 szerinti első deriváltat deriváljuk X2 szerint:
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· az X2 szerinti első deriváltat deriváljuk X1 szerint:
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A második deriváltakból képezzük az alábbi D értéket:

D(x1,x2)=
[image: image42.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image43.wmf]2
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Egy adott pontban (a,b), ahol az f(x1,x2) függvény mindkét változó szerinti parciális deriváltja 0, és ha D(a,b)>0, akkor az f(x1,x2) függvénynek szélsőértéke van. 

Ha D(a,b)<0, akkor nincs szélsőértéke.

Ha D(a,b)=0, akkor nem tudunk mit mondani.

Ha szélsőértéke van az (a,b) pontban (D>0), akkor ha 
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 minimuma van, 
ha 
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 akkor maximuma van a függvénynek.

Teljes (totális differenciál)

A függvényérték változását vizsgáljuk amikor az értelmezési tartomány adott pontjáról átlépünk egy közeli másik pontra. n változós függvény esetén a két közeli pont valamennyi koordinátája lehet különböző.

Tekintsük a kétváltozós esetet:

A P (x, y) pontról, ahol függvényérték f(x,y) áttérünk a P*(x+(x, y+(y) pontra, ahol a függvényérték f(x+(x, y+(y)

A függvényérték megváltozása: 

(z= f(x+(x, y+(y)- f(x,y)

az egyenlet jobb oldalához le is vonunk és hozzá is adunk f(x, y+(y)-t.

(z=[f(x+(x, y+(y)-f(x, y+(y)]+[f(x,y+(y)-f(x,y)]


[image: image46.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

y

y

y

x

f

y

y

x

f

x

x

y

y

x

f

y

y

x

x

f

z

D

×

D

-

D

+

+

+

D

×

D

D

+

-

D

+

D

+

=

D

,

,

,

,


Határértékben, ha (x(0 és (y(0 esetben a fenti kifejezésben :
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Ezt hívjuk egy kétváltozós függvény teljes differenciáljának.

Példa: 

az 
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 függvény teljes differenciálja az (x,y) helyen:
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Legyen az adott hely pl. x=3, y=4

Itt a függvényérték: 
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)

18

4

3

,

2

=

=

y

x

f


A teljes differenciál ezen a helyen: 
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Geometriailag a kétváltozós esetben a térbeli felület adott pontjához illesztett érintősík meredekségéről van szó, miközben az adott (x,y) helyről elmozdulunk (x+dx, y+dy) helyre.
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