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1. Függvénytani alapismeretek
1.1 Halmazelméleti alapfogalmak
1.1.1 A halmaz fogalma

A halmaz alapfogalom. Nem definiáljuk. Általában nagybetűvel jelöljük: pl. A, B, C

Az elemeivel adjuk meg: a (A (olvasás: kis a eleme nagy A-nak)




felsorolással




pl. A={2,4,6,8}





tulajdonsággal




pl. B={k| k 3-mal osztható egész szám}

üres halmaz: nincs egyetlen eleme sem


jele: Ø


pl: {x| a 3-nál nagyobb és -5-nél kisebb számok  halmaza}; {x| x>3 és x<-5}
alaphalmaz: adott feladat során egyáltalán szóba jöhető elemek halmaza: Jele: H

halmazok egyenlősége:  A=B, ha az elemei ugyanazok

részhalmaz: Az A halmaz a B halmaznak részhalmaza, ha az A minden eleme a B-nek is eleme.  Jelölés: A
[image: image2.wmf]Ì

 B  (az üres halmaz minden halmaznak része)

diszjunkt halmazok: Ha az A és B halmazoknak nincs közös elemük, akkor az A-és B-t diszjunktnak nevezzük.
hatványhalmaz: Az A halmaz összes lehetséges részhalmazaiból álló halmazt az A hatványhalmazának nevezzük.  

pl. A={2,4,5} részhalmazai: Ø, {2}, {4}, {5}, {2,4}, {2,5}, {4,5}, {2,4,5}

n db véges számú elemet tartalmazó halmaz hatványhalmaza 2n számú elemet tartalmaz.

Szemléltetés:

zárt vonalakkal határolt síkidomok (körlapok): Venn diagram: 

[image: image3]
1.1.2. Műveletek halmazokkal:

Unió (egyesítés)

Az A és B halmazok egyesítése vagy uniója azon elemekből áll, amelyek vagy A-nak vagy B-nek (vagy mindkettőnek) elemei.

Jele: A
[image: image4.wmf]U

B
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Metszet (közös rész)

Az A és B halmazok közös része vagy metszete azon elemekből áll, melyek A-nak is B-nek is elemei.

Jelölés: A
[image: image6.wmf]I

B
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Műveleti tulajdonságok:

1. Idempotencia:  
A
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A=A;
A
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A=A

2. Kommutativitás: 
A
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B=B
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A; 
A
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B=B
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A

3. Asszociativitás:
(A
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B) 
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C=A
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(B
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C)



(A
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B) 
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C=A
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(B
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4. Disztributivitás:
 A
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 (B
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C)=(A
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B)
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 (A
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A
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 (B
[image: image28.wmf]U

C)=(A
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 (A
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5. Ha A
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B, akkor A
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B=A; A
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B=B

Halmazok különbsége:
Az A és B halmaz különbségén azon elemekből álló halmazt értjük, melyek A-nak elemei de B-nek nem.

Jelölés:A-B  vagy A\B

[image: image35]
Ez a művelet nem idempotens, nem kommutatív, nem asszociatív.
Komplementer halmaz
Ha A
[image: image36.wmf]Ì

H (H alaphalmaz), akkor az A halmaznak a H halmazra vonatkozó kiegészítő vagy komplementer halmaza H azon elemeiből áll, melyek nem elemei az A-nak.
Jele 
[image: image37.wmf]A
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További halmazműveleti tulajdonságok:

6. A
[image: image39.wmf]I



 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf]A

=Ø,
A
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7. A-B=A
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]B


8. 
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9. de Morgan azonosságok:
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Számhalmazok:

Természetes számok halmaza:


N={0,1, 2, 3, 4, …..}

nem negatív egész számok

amennyiben a nullát nem értjük bele a halmazba, akkor:

N+={1, 2, 3, ………}

pozitív egész számok
Egész számok halmaza:


Z=N
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{-n|n eleme N}
Racionális számok halmaza


Q=
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felírható két egész szám hányadosaként

Irracionális számok halmaza:
Q*={számok, melyek nem írhatók fel két egész szám hányadosaként}
pl. 
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Valós számok halmaza:


R=Q
[image: image51.wmf]U

Q*

valós számok szemléltetése szokásosan: a számegyenesen
Intervallumok:
nyílt intervallum: 
[image: image52.wmf]]
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zárt intervallum: 
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balról nyílt, jobbról zárt intervallum:]a, b] vagy (a,b]= 
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balról zárt, jobbról nyílt intervallum: [a, b[ vagy [a,b)= 
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Példa:
Legyen az alaphalmaz  
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Határozza meg a 
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 halmaz elemeit!
Megoldás: 

A H halmaz a megadás szerint azon egész számok, melyek abszolút értéke kisebb vagy egyenlő, mint 5.

H={-5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}

A= {-5, -3, -1, 1, 3, 5}
B={ 0, 1, 2, 3, 4, 5}

C={-5, -4, -3, -2, -1, 0, 1}


[image: image61.wmf](

)

B

C

I

={0,1}

[image: image62.wmf]A

=={-4,  -2,  0, 2, 4}


[image: image63.wmf](

)

A

B

C

D

U

I

=

={-4,  -2,  0, 1, 2, 4}

1.2 . Függvénytan
1.2.1. A függvény általános fogalma

A és B halmazok. Ha A minden a Є A elemhez valamilyen módon hozzá van rendelve egy 
b Є B elem, ezt a hozzárendelést az A halmazon értelmezett függvénynek nevezzük.

Jelölés lehet:

b= f(a)

f: A ( B
A-   értelmezési tartomány (Df)

B-   képhalmaz

B’ (  B értékkészlet (Rf), a B halmaz azon elemeinek összessége, melyek az A halmaz elemeihez hozzá vannak rendelve.

[image: image64]
A függvény tehát az A halmaz elemeit leképezi a B halmazból vett elemekre.

Ha a leképezés kölcsönösen egyértelmű, akkor értelmezhető a B’ ( A függvény is, melyet az f függvény inverzének nevezzük és f-1 –gyel jelöljük

1.2.2 Valós függvény (egyváltozós): 

Ha mind az értelmezési tartomány, mind az értékkészlet a valós számok részhalmaza, akkor egyváltozós való függvényről beszélünk..

Függvény megadási módjai:

· Szóbeli meghatározás

· Táblázattal

· Formulával

· Grafikonnal

Ábrázolás:

Koordinátarendszerben  az  y = f(x) kapcsolatnak megfelelő  (x,y) pontokkal.
1.2.3. Alapfüggvények

1. hatványfüggvények:  f(x)=x(, ahol ( tetszőleges valós szám.
a) (=1

f(x)=x
(azonos hozzárendelés)
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b) 
(=2 
f(x)= x2   (parabola): 
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c)
(=-1 
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d) 
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 (gyökfüggvény, ez is hatványfüggvény (=1/n )
Például n=2 esetén 
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2. exponenciális függvény: f(x) = ax
a>0, a( 1 
ha a<1:



     ha a>1 :
Pl a=
[image: image73.wmf]2
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a=2
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3. logaritmus függvény: f(x) = logax
a>0, a( 1
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4. trigonometrikus függvények:
                                   f(x) = sin(x)

                                   f(x) = cos(x)
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                                   f(x) = tg(x)
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 f(x) = ctg(x)

[image: image78.png]



1.2.4. Függvénytranszformációk

· x tengely menti eltolás: g(x) = f (x-c), 
f(x) képének eltolása jobbra c egységgel.
Pl.: f(x) = x3 ,  g(x) = f(x-2) = (x-2)3 
[image: image79.png]



· y tengely menti eltolás: g(x) = f(x) +c
f(x) képének feltolása c egységgel
Pl.: f(x) = x3 , g(x) = f(x) +3 = x3 +3
[image: image80.png]



· Nyújtás: g(x)= c f(x)
f(x) képének 
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· Pl.: f(x) = x2 , g(x) = 2f(x) = 2x2
h(x)=0,3x2
[image: image82.png]



· Tükrözés x tengelyre: g(x)=-f(x)

Pl: f(x)=3x3+1

g(x)=-( 3x3+1)=-3x3-1

[image: image83.png]



· Tükrözés y tengelyre: g(x)=f(-x)

Pl.: f(x)=2sinx

g(x)=2 (sin(-x))

[image: image84.png]



· Tükrözés az origóra:
g(x)=-f(-x)

Pl.: f(x)=2x2-2

g(x)=-(2(-x)2-2)=-2x2+2

[image: image85.png]



1.2.5. Műveletek függvényekkel

Függvények közötti műveletek az egyes függvények értelmezési tartományainak közös részén értelmezhetők. 

f és g függvényekkel végzett műveletek eredménye h függvény, ahol Dh = Df ∩ Dg 
Így például függvények 
összege: 
h =f+g , 
 h(x) = f(x) + g(x);
különbsége: 
h= f - g, 
h(x) = f(x) – g(x);
szorzata:
h= f • g, 
h(x) = f(x) • g(x);
hányadosa:
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Dh-ba nem tartozik bele, ahol g(x)=0.
1.2.6. Közvetett függvény képzése
Legyenek f és g valós függvények.  f: Df→Rf és g:Dg→Rg;
Rf ∩ Dg ≠ Ø ( az f függvény értékkészletének és a g függvény értelmezési tartományának közös része nem üres halmaz)
A  h=g o f
h(x)=g(f(x))
közvetett függvény értelmezési tartománya 

Dh= (x( x Є Df és f(x) Є Dg (, vagyis az f függvény értelmezési tartományának azon elemei, melyekhez tartozó függvényértékeke a g függvény értelmezési tartományában vannak. A h függvényt közvetett vagy összetett függvénynek nevezzük. A g külső függvény, f pedig belső függvény. Jegyezzük meg: g o f

[image: image88.wmf]¹
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Pl.: 

f(x) =sin(x);   g(x) = x2


g(f(x)) = sin2(x);  míg   f(g(x)) = sin (x2)

Az alapfüggvényekből a függvények között értelmezhető műveletekkel valamint a közvetett függvény képzéssel véges sok lépésben előállítható függvényeket elemi függvényeknek nevezzük.
1.2.7. Függvények tulajdonságai

· Korlátosság: 

Az f valós függvény alulról korlátos, ha van olyan valós szám (( k Є R), hogy bármely, az értelmezési tartományhoz tartozó x esetén ( x Є Df  ) a függvényértékekre igaz, hogy 
  f(x)
[image: image89.wmf]³

 k ;

Az f valós függvény felülről korlátos,  ha van olyan valós szám (( k Є R), hogy bármely,  az értelmezési tartományhoz tartozó x esetén ( x Є Df  ) a függvényértékekre igaz, hogy    f(x)
[image: image90.wmf]£

 k ;

Ha a függvény alulról is és felülről is korlátos, akkor korlátosnak nevezzük.

· Monotonitás

Az f valós függvényt az értelmezési tartományának A részhalmazán (A ( Df )  monoton növekvőnek nevezzük, ha bármely x1, x2 Є A; és x1 ( x2 esetén  f(x1) ( f(x2). 

Az f valós függvényt az  értelmezési tartományának A részhalmazán (A ( Df ) monoton csökkenőnek nevezzük, ha bármely x1, x2 Є A; és x1 ( x2 esetén  f(x1) (f(x2). 

Ha az egyenlőséget nem engedjük meg, akkor szigorúan monoton növekedésről ill. csökkenésről beszélünk.

· Páros és páratlan függvények

Az f valós függvényt páros függvénynek nevezzük, ha az értelmezési tartományának minden elemére igaz (( x Є Df esetén)  –x Є Df és f(-x) = f(x)

Az f valós függvényt páratlan függvénynek nevezzük, ha az értelmezési tartományának minden elemére igaz  (( x Є Df )esetén –x Є Df és  f(–x) = –f(x)

· Konvex és konkáv függvények

Az f valós függvény, (a,b) ( Df konvex az (a,b) intervallumon, ha bármely x1, x2 Є (a,b) esetén a függvény grafikonja az (x1, f(x1)) , (x2, f(x2)) grafikonpontokat összekötő húr alatt helyezkedik el. Ellenkező esetben konkáv.

· Periodicitás
Az f valós függvényt periodikusnak nevezzük, ha létezik olyan p valós szám, hogy minden x Є Df -re ahol x+p Є Df,  és x-p Є Df is teljesül és f(x) = f(x+p) . Az ilyen legkisebb p értéket a függvény periódusának hívjuk.

· Globális (abszolút) szélső érték

Az f valós függvény, x Є Df és a Є Df. Az f függvénynek a-ban globális (abszolút) minimuma van, ha bármely x-re igaz, hogy f(x) ( f(a).

Ha bármely x Є Df esetén f(x) ( f(a), akkor f-nek az a-ban globális (abszolút) maximuma van.

· Lokális szélsőérték

Az f valós függvény és a Є Df. Az f-nek az a-ban lokális (helyi) minimuma van, ha van az a-nak olyan ( sugarú környezete, hogy ha x Є Df ∩(a-(, a+() esetén f(x)( f(a), míg ha 
f(x) (  f(a), akkor az f-nek az a-ban lokális maximuma van.

1.2.8.  Inverz függvény

Az f függvény invertálható ha az értelmezési tartománya és értékkészletének elemei között a hozzárendelés kölcsönösen egyértemű.

Az f-1 inverz függvény értelmezési tartománya Rf, értékkészlete pedig Df lesz.

Az  y=f(x) függvény inverzének a megkeresése az alábbi módon történhet: 
1. Az y=f(x) egyenletből kifejezzük x-t.

2. Az eredményben felcseréljük x és y szerepét.
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vagyis  az inverz függvény:  
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Grafikusan az invertálás az y=x egyenesre való tükrözést jelent.

Az azonos alapú exponenciális és logaritmus függvények egymásnak inverzei.
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1.3 Feladatok
1. Legyen az alaphalmaz  
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2. Legyen az alaphalmaz  
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3. Legyen az alaphalmaz  
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Határozza meg a 
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4. Legyen az alaphalmaz a 32 lapos magyarkártya lapjai. A halmaz: a piros lapok, B halmaz: figurás lapok. Mely lapok alkotják az A
[image: image111.wmf]È

B, A-B, A
[image: image112.wmf]Ç

B halmazokat?

5. Legyen A=[-1,4), B=(1,6), C=(-1, 5]

Ábrázoljuk a számegyenesen az A, B, C halmazokat és határozzuk meg az alábbi műveletek eredményét:

A
[image: image113.wmf]È

B
;
A-B;
A-C;
(A
[image: image114.wmf]È

B)-C;
(C
[image: image115.wmf]Ç

B)-A

6. Egy osztályban 3 nyelvet tanulnak: angolt, németet és spanyolt. Mindenki tanul valamilyen nyelvet, de csak 1 tanuló tanulja mindhárom nyelvet. 12 olyan tanuló van, aki pontosan két nyelvet tanul. Angolul 15-en, németül 13-an, spanyolul 9-en tanulnak. Mennyi az osztály létszáma?
7. Adjunk meg olyan hozzárendeléseket (függvényeket), melyek a [0, 2] intervallum pontjait leképezik az [1, 7] intervallum pontjaira.

8. Több jármű közlekedik egy 100 km-es útszakaszon. Sebességük rendre 1, 2, 4, 5, 10, 20, 50, 75, 10, illetve v km/h.

a) Melyik jármű mennyi idő alatt teszi meg az utat? 

b) Milyen kapcsolat van a járművek sebessége és menetideje között? 

c) Készítsünk e kapcsolathoz grafikont!


9. Legyen h elsőfokú (lineáris) függvény, melynek értelmezési tartománya Dh=[2;3] zárt intervallum, Tudjuk, hogy h(2)= -6 és h(3)=6.
Mennyi lesz a 
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 értéke?

10. Ábrázolja az alapfüggvények transzformációjával az alábbi függvényeket:
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c) 
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e) 
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11. Ábrázolja trigonometrikus függvények transzformációjával az alábbi függvényeket:
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12. Állapítsa meg az alábbi függvények értelmezési tartományát és tengelymetszeteit:
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[image: image133.wmf]5

2

1

)

(

-

=

x

x

f



b) 
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13. Adjuk meg R-nek azt a legbővebb részhalmazát,amelyen mind az f, mind a g függvény értelmezhető, ha

a) 
[image: image136.wmf]3

)

(

+

=

x

x

f




[image: image137.wmf]3

3

)

(

+

=

x

x

g


b) 
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c) 
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14. Melyik függvényre melyik megállapítás igaz?

A: A függvény szigorúan monoton növekvő
B: A függvény alulról korlátos
C: A függvény felülről korlátos
D: A függvény korlátos
E: A függvény periodikus
F: A függvény páros
G: A függvény páratlan
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15. Legyen: 
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a) Definiálja, mit értünk két függvény hányadosán!

b) Írja fel a 
[image: image152.wmf]f

g

 függvényt!

c) Létezik-e, s ha igen, mi lesz az f függvény inverze?

d) Létezik-e, s ha igen, mi lesz az f o g függvény?
16. Elemi függvények transzformációival ábrázolja derékszögű koordináta-rendszerben a következő függvényeket, majd határozza meg a tengelyekkel alkotott metszéspontokat: 
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17. Határozza meg az alábbi függvény értékkészletét és inverz függvényét, majd ábrázolja mindkét függvényt közös koordináta-rendszerben: 
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18. Fejezze ki az adott r sugarú körbe írt téglalap területét az egyik oldalának (a)  a függvényeként. Készítsen táblázatot r=5 cm estén az a= 0, 1, 2, 3, ….. 8, 9, 10 adatokal. Ábrázolja a fügvénykapcsolatot grafikusan is!

19. Az alábbi függvények grafikonja hol metszi az x tengelyt?
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20. Korlátosak-e alulról vagy felülről az alábbi függvények:

a) 
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21. Válasszuk meg c értékét úgy, hogy az f(x) függvény korlátos legyen:
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22. Milyen függvényekből vannak összetéve az alábbi hozzárendelési szabályok?
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2. Sorozatok és alkalmazásaik
2.1. Sorozatok

A sorozat olyan függvény, melynek értelmezési tartománya a természetes számok halmaza.

Számsorozat: értékkészlete a valós számok részhalmaza

Jelölés:  N ( R,  n ( an, {an}, felsorolva: a1, a2, a3, …an… (olykor célszerű a sorozatot a 0-dik taggal kezdeni. a0, a1, a2, a3, …an…)
2.1.1. A sorozatok tulajdonságai:

· Monotonitás

Az {an} sorozatot 

· -szigorúan monoton növekvő sorozatnak nevezzük, ha minden n Є N esetén teljesül, hogy  an < an+1 ;

· monoton növekvő, ha minden n Є N esetén teljesül, hogy  an ( an+1;
· szigorúan monoton csökkenő, ha minden n Є N esetén teljesül, hogy  an > an+1;

· monoton csökkenő, ha minden n Є N esetén teljesül, hogy  an ( an+1
Tágabb értelmezés, ha a monotonitás csak egy bizonyos m küszöbszámtól áll fenn (n>m) esetén.

· Korlátosság
Az {an} sorozatot 

· alulról korlátosnak nevezzük, ha létezik olyan m Є R, hogy minden n Є N esetén an ( m. Az ilyen m számot a sorozat alsó korlátjának nevezzük. Nemcsak egy ilyen van. A legnagyobb alsó korlátot alsó határnak hívjuk.

· felülről korlátosnak nevezzük, ha létezik olyan M Є R, hogy minden n Є N esetén
 an ( M. Az M számot a sorozat felső korlátjának nevezzük.  A legkisebb felső korlátot felső határnak hívjuk.

· korlátosnak nevezzük, ha van alsó és felső korlátja.

· Konvergencia, divergencia
Az {an} sorozatnak van véges határértéke és az az A valós szám, ha bármely ( > 0 valós számhoz létezik olyan n0(() természetes szám, hogy minden n > n0((), n Є N esetén teljesül, hogy:   (an-A (< (

Jelölés:
lim an = A
Azokat a sorozatokat, amelyeknek van véges határértékük konvergens sorozatoknak nevezzük. 
Amelyeknek nincs véges határértékük, azok divergens sorozatok. Az olyan divergens sorozatról, amelynek tagjai egy n0(K) „küszöb” indextől kezdve K-nál nagyobbak – akármilyen nagy is a K szám – azt mondjuk, a (-hez tart. Jelölésban: lim an=(. 

Pl: 1, 3, 5, 7….
Hasonlóan értelmezzük a lim an=-( határértéket

Pl.:

Igazoljuk, hogy az an = 
[image: image164.wmf]n
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  sorozat konvergens és határértéke a 0 !

Ha az állításunk igaz, akkor a határérték definíciója alapján bármely  ( > 0 valós számhoz  találhatunk  olyan n0(() Є N küszöbszámot, hogy minden n > n0((), n Є N esetén teljesül, hogy:   (
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Mivel 
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 alatti egész szám.
pl: ( = 0,001 ; n0 = 1000; ( = 0,000001 ; n0 = 100 000;

Tétel: Ha egy sorozat monoton és korlátos, akkor konvergens.

Tétel: Ha egy sorozat konvergens, akkor korlátos is.

3.1.2. Műveletek konvergens sorozatokkal

Konvergens sorozatok számszorosára, összegére, szorzatára és hányadosára vonatkoznak az alábbi tételek. Ezen tételek alapján tudjuk pl. egy bonyolult kifejezéssel megadott számsorozat határértékét megállapítani oly módon, hogy egyszerűbb, ismert határértékű számsorozatokra vezetjük vissza.
Tétel: Ha  lim an = A
 és
bn = k an   akkor 
lim bn = kA

Tétel: Ha lim an = A és  lim bn = B ( cn = an+bn sorozat is konvergens és lim cn = C = A+B

Tétel:  Ha lim an =0 és bn korlátos sorozat, akkor 
lim anbn =0

Tétel: lim an = A és lim bn = B, ekkor cn = anbn sorozat is konvergens és lim cn = AB

Tétel: lim an = A és lim bn = B, B ( 0 , ekkor a 
cn = an/bn sorozat is konvergens és lim cn = A/B

Tétel: lim an = A, k tetszőleges  szám, ekkor 
bn = ank is konvergens és lim bn = Ak, amennyiben mind az ank, mind Ak értelmezhető.
Példák:

1. Határozzuk meg az 
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 sorozat határértékét!

Osszuk el a számlálót és a nevezőt is n2-tel.
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2. Határozzuk meg a bn sorozat határértékét:
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lim (an)10 = (lim an)10 = 210 = 1024

2.1.3. Nevezetes sorozatok és határértékük:

an =
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lim an = 0

bn = 
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lim bn = e (Euler féle szám ( 2,71)

cn = qn



lim cn = (
ha  q> 1





lim cn = 1
ha  q = 1





lim cn = 0
ha  (q(<1





lim cn = nincs, ha q ( -1

dn = 
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lim dn = 1
ha a > 0





lim dn = 0
ha a= 0

en = 
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ha p =0

2.2 Pénzügyi számítások
A pénzügyi számítások jórészt egy speciális sorozat, az un. mértani sorozat tulajdonságainak ismeretére támaszkodnak.
2.2.1. Matematikai alapok:

Mértani sorozat: a1, a2, a3, ….an, ….ahol
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Az első n elem összege:
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2.2.2. Kamatszámítás

Kamatláb: 100 pénzegység meghatározott időre –kamatidő- vonatkozó kamata. P %-ban adjuk meg.

A kamatidő alapesetben egy év.

A kamatperiódus az az időtartam. amilyen gyakorisággal a kamatokat meghatározzák.

lehet: 1 nap, 1 hónap, x hónap, egy év, több év.
A kamatperiódus végén a kamatokat vagy kifizetik(a),  vagy hozzáírják a tőkéhez(b).

a) egyszerű kamatozás

b) kamatos kamatozás
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Egyszerű kamatozásnál a felszaporodott tőke:

	Évek:
	0.év
	1. év
	2. év
	….
	n.év

	Tn
	T0
	T1=T0(1+p)
	T2=T0(1+2p)
	
	Tn=T0(1+np)


Kamatos kamat esetén a a felszaporodott tőke:
	Évek:
	0.év
	1. év
	2. év
	….
	n.év

	Tn értéke
	T0
	T1=T0(1+p)
	T2=T1(1+p)=
=T0(1+p)2
	
	Tn=Tn-1(1+p)
=T0(1+p)n


T0- a 0 időpontbani pénzösszeg

P- kamatláb %
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K- a kamat összege

1 évre szóló kamat kiszámítása:
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Egy évnél rövidebb, de éven belüli kamat kiszámítása:

365 napos évvel számítva 

n a kérdéses időszak napjainak száma
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tőkenövekmény

(előfordul, hogy a bank 360 napos évvel és 30-napos hónappal számol- (ez egyszerűsítés)

Követelésünk:
Alapösszeg+kamat

Példa:

Befizetünk év elején 25 000 Ft, a kamatláb 14%. Mennyi a követelésünk 

a) 143 nap múlva

b) 1 év múlva

c) 1 év 143 nap múlva

d) 10 év múlva

Megoldás:

a) 
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25 000
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b) T0+T0p=T0(1+p)

az (1+p) =q
kamattényezőnek hívjuk

25 000(1,14)= 28 500 Ft. 


c) A második év elején a kamattal megnövelt összegről indulunk, és az kamatozik még 143 napig:
T0(1+p)
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d) első év végén:


T0q
második év végén:

(T0q)q=T0q2
harmadik év végén:

{(T0q)q}q=T0q3

 n-dik év végén


T0qn
tizedik év végén:
T0q10=25 000*1,1410=92680 Ft.

2.2.3. Diszkontálás

Diszkontálásról akkor beszélünk, amikor ismerjük a kamatokkal megnövelt értéket, és visszafelé számítjuk ki a múltbeli alapösszeget.

Vagy: Ismerjük a jövőbeni értéket és a jelenértékre vagyunk kiváncsiak.

Pl.
Jelenleg van 100 000 Ft-om a bankban. Mennyi volt az alapösszegem három évvel ezelőtt, ha a bank évi 6% kamatot fizetett és ez nem változott az évek során.

T0q3=100000


q=1,06

T0=
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 EMBED Equation.3  [image: image198.wmf]3
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diszkonttényező

A diszkonttényező az egy év múlva esedékes egységnyi pénz jelenbeli értékét kifejező szorzószám.

Az infláció figyelembe vétele

Pl.

10 000 Ft-t 10 évre 12%-os kamatra kölcsönadunk.

Az infláció mértéke évi 7% (tegyük fel, hogy nem változik az évek során)

Kérdés: a 10. év végén mekkora a rendelkezésünkre álló pénz vásárlóértéke?

A tőke felnövekedett értéke: 

10 000 * 1,1210=10 000*3,1058=31058 Ft.

A jelenlegi 10 000 Ft vásárlóértéke 10 év múlva:

10 000*1,0710=10 000*1,9672=19 672 Ft.

A tényleges nyereségünk 10 év múlva a két összeg különbsége:

(31 058 -19 672) = 11 386 FT

Ennek a jelen értéke: 
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Viszonyítva ezt a 10 000 Ft befektetéshez- a befektetés reális nyeresége 57,9%.

2.2.4. Járadékszámítás

Az egyenlő időközökben fizetett összegek sorozatát járadéknak nevezzük. 

Cél:

a) tartozás kiegyenlítése-törlesztőjáradék



b)pénzösszeg gyűjtése- gyűjtőjáradék
A meghatározott időtartam alatt egyenlő időközönként  azonos összegű járadékot annuitásnak nevezzük.

Egyszerűsítő feltélek:

1. A befizetési időközök megegyeznek a kamatidővel

2. Minden alkalommal ugyanakkora összeget fizetünk be

Gyűjtőjáradék

Évi P% kamatláb mellett minden év elejen befizetünk a összeget. Kérdés, hogy az utilsó befizetés után egy évvel mekkora összeg áll rendekezésünkre?

Jelöljük ezt: Sn(1)-gyel
Az (1) azt jelöli, hogy egy évvel az utolsó befizetés után..

Sn(1)=a(1+p)n=aqn

Ha az utolsó befizetés után nem várunk egy évet:


Sn=a
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Pl:

5 év múlva meg akarunk vásárolni egy 4 000 000 Ft értékű autót. Mennyi pénzt kell évente (január 1-én) elhelyezni a bankban 15%-os kamatláb mellett hogy rendelkezésre álljon a szükséges pénz?


S5(1)=
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ahol q=1,15

4 000 000=
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Kölcsöntörlesztés

T0 összegű kölcsönt veszünk fel P%-os kamatra, évente a összeget fizetünk vissza. Az n-dik év után mennyi lesz a tartozásunk?

p= 
[image: image205.wmf]100
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q=1+p

1. év után:
T0q-a

2. év után:
(T0q-a)q-a= T0q2-qa-a

3. év után:
(T0q2-qa-a)q-a=T0q3-q2a-qa-a= 
T0q3 –a(q2+q+1)

(q2+q+1)(q-1)=q3-1 összefüggés alapján

ill.

(qn-1+qn-2+….q+1)(q-1)=qn-1
n. év után:
T0qn-a
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A kölcsönünk lejár, ha T0qn-a
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Pl.

400 000 Ft-t veszünk fel 12%-os kamatra, évi 50 000Ft-t törlesztünk

8 év után a tartozásunk:
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Mennyi a törlesztő részlet, ha 10 év alatt vissza akarjuk fizetni a kölcsönt?

T10=0
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a

5487

,

17

1

12

,

1

1

1058

,

3

1242339

=

-

-

=



[image: image211.wmf]a

=

70794


 Vagyis, ha évente 70 794 Ft-t fizetünk vissza, akkor 10 év alatt lejár a kölcsönünk.
Havi törlesztés

Havi törlesztés esetén a kamatperiódus és a kamatidő nem egyezik meg.
S összeget veszünk fel P% kamatra, havonta a összeget törlesztünk, n évig

p=
[image: image212.wmf]100
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A törlesztést az első hónap végén kezdjük.

Az első év végén az adósságállomány:

m=12 periódusra osztva az évet:

S1= Sq-
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Összevonva:

S1=Sq-
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Általánosan: ha a kamatidőt m egyenlő hosszúságú időszakaszra bontjuk és ezen időszakonként történik a befizetés, akkor az első kamatidő végén az adósságunk:
S1= Sq- 
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Az n. év után az adósságunk:

Sn= Sqn-
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 EMBED Equation.3  [image: image218.wmf]1

1

-

-

×

q

q

n


Ez az un. utólagos befizetés esetén.

Adósságunkat akkor törlesztettük, ha Sn=0, azaz

Sqn  =
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 EMBED Equation.3  [image: image220.wmf]1

1

-

-

×

q

q

n


Ebből a formulából ki lehet számítani bármelyik paramétert a többi ismeretében.

Ha un. előzetes befizetésről van szó (pl. gyűjtünk valamire), akkor a *-gal jelölt egyenletben a zárójelen belül nem 11, hanem 12 tag van, így az első év végén a követelésünk:

K1=
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Általánosan:

K1=
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 illetve Kn= 
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Az n. év után felvehető összeg:

Kn=
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2.3 Feladatok:
1. Írjuk fel a következő sorozatok 1. 5. 10. 100. és 200. tagját!
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2. Vizsgálja meg az alábbi sorozatokat monotonitás szempontjából!


[image: image227.wmf]n

a

n

1

1

+

=




[image: image228.wmf](

)

3

1

n

b

n

n

-

=




[image: image229.wmf]2

2

1

n

n

c

n

+

=


3. 
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a) Jellemezze a sorozatot határérték, monotonitás és korlátosság szempontjából!

b) Határozza meg az 
[image: image231.wmf]2
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c) Mikor nevezünk egy sorozatot korlátosnak?

4. Adott az  
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  általános tagú sorozat.

Hányadik tagtól kezdődően lesznek a sorozat tagjai mind a határérték 
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 sugarú környezetében?

5. Állapítsa meg az alábbi sorozatok határértékét:
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6. Vizsgálja meg az alábbi sorozatokat monotonitás, korlátosság és konvergencia szempontjából:
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7. Adott a következő sorozat:
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a) A sorozat hanyadik tagjától kezdve esik minden tag a határérték  ε = 
[image: image243.wmf]2
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b) Definiálja a sorozat határértékét!

c) Monoton-e a sorozat?
d) Korlátos-e a sorozat, ha igen adjon meg egy alsó és egy felső korlátot is!

8. Adott az 
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általános tagú sorozat. Vizsgálja a sorozatot monotonitás, korlátosság és konvergencia szempontjából! 
Adja meg az 
[image: image245.wmf]3
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 -hoz tartozó küszöbszámot !
9. A konvergens sorokra vonatkozó tételek alapján vizsgáljuk meg, hogy konvergensek az alábbi sorozatok, ha igen számítsuk ki a határértéküket!
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10. Határozzuk meg, hogy az 
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sorozat tagjai hányadik tagtól nagyobbak, mint 1000?

11. Számítsuk ki a következő sorozatok határértékét!
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12. 2001. május 1-én 280 000 Ft-ot helyezünk el egy bankban évi 7,8 %-os kamatozás mellett. Mennyi lesz a követelésünk   a) 2001. október 1-én,   b) 2002. május 1-én,   c) 2006. július 1-én?

13. Hány évig kell minden év elején 50 000 Ft-ot elhelyezni a bankban 8,3 %-os kamatozás mellett ahhoz, hogy végül 1 000 000 Ft-ot vehessünk ki?

14. Mekkora összeget vehetünk ki a bankból a 8. év végén, ha minden hó elején 5000 Ft-ot elhelyezünk és a kamatláb az első 5 évben 6%, majd 7%?

15. Mekkora lesz a havi törlesztő részlet, ha 2 000 000 Ft kölcsönt vettünk fel 6%-os kamatra és 10 évre?

16. Március 1-én felveszünk 750000 Ft kölcsönt 14%-os kamatra, amit augusztus 1-től 4 havi egyenlő részletben szeretnénk visszafizetni. Mekkora legyen ez a havi törlesztő részlet?

17. Hány évig kell minden év január elsején 500 eFt-ot bankba helyezni, hogy évi 8,5%-os kamatláb mellett az utolsó év végén legalább 15 millió Ft-unk legyen?

18. Mennyi az annuitása 15 millió Ft 20 éves futamidejű kölcsönnek, ha az éves hitelkamat 14%?
19. Beteszünk a bankba 5 éven át minden év elején 300.000 Ft-ot, évi 9%-os kamatláb mellett. 

a) Mennyi pénzünk gyűlik össze az 5. év végére?




20. Az 5. év végén kiveszünk gépkocsivásárlás céljából 1 millió Ft-ot. A fennmaradó összeg további 5 évig kamatozik a bankban, évi 8,5 %-os kamatláb mellett. Le tudjuk-e cserélni akkor (a 10.év végén) az autónkat egy újra, ha ehhez 1,5 millió Ft-ra lenne szükségünk?

21. Egy 6 millió Ft-ot érő üzlethelyiséget szeretnénk megvásárolni. Az üzlet tulajdonosa a következő konstrukciókat ajánlja fel nekünk:

a.) Azonnali készpénzfizetés esetén 5 % kedvezményt ad a vételárból.

b.) Most fizetünk 5 millió Ft-ot, majd 1 év elteltével 4 éven keresztül minden év elején 250.000.- Ft-ot.

c.) Most fizetünk 2,5 millió Ft-ot, 1 év múlva 2 millió Ft-ot és 2 év múlva további 1,5 millió Ft-ot.
Melyik ajánlat a legkedvezőbb?
3. Függvények határértéke

3.1. Függvény határértéke a végtelenben (x( ():

3.1.1. Végtelenben véges határérték
Az f valós függvény határértéke a plusz végtelenben (+() az A valós szám, ha akármilyen kicsi ( sugarú környezetet választva az A körül, ehhez mindig tudunk találni olyan M0 valós számot, hogy x є Df és  x> M0 esetén f(x) eltérése A-tól kisebb, mint (.

Jelölés:
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Példa: 
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Hasonlóan az f valós függvény határértéke a mínusz végtelenben  (-() az A valós szám, ha akármilyen kicsi ( sugarú környezetet választva az A körül, ehhez mindig tudunk találni olyan m0 valós számot, hogy x є Df és  x<m0 esetén f(x) eltérése A-tól kisebb, mint (.

Jelölés:
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Példa: 
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3.1.2. Végtelenben végtelen határérték

Az f valós függvénynek a plusz végtelenben a határértéke plusz végtelen, ha bármely (nagy) K pozitív valós számhoz található olyan  M0 pozitív valós szám, hogy minden x є Df,   x > M0 esetén f(x) > K.

Jelölés:
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Hasonló meggondolásokkal értelmezhető a függvény plusz végtelenbeli mínusz végtelen, illetve a mínusz végtelebeli plusz- és mínusz végtelen határértéke.
3.2. Függvény határértéke véges helyen
3.2.1. Véges helyen véges határérték

Az f valós függvénynek az értelmezési tartomány x=a torlódási létezik határértéke és ez a határérték az A szám, ha bármely ( pozitív számhoz található olyan ( pozitív szám, hogy ha  (x-a(< (, x є Df, x ( a , akkor (f(x)-A(< ( 

Jelölés:
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Példa: 
[image: image262.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

4

2

lim

2

2

2

lim

2

4

lim

2

2

2

2

=

+

=

-

+

×

-

=

-

-

x

x

x

x

x

x


3.2.2. Véges helyen végtelen határérték

Az f valós függvénynek az x=a pontban +( a határértéke, ha bármilyen nagy M pozitív számhoz található olyan ( pozitív szám, hogy minden x є Df, x(a értékre, melyre (x-a(< ( igaz, hogy M < f(x)

Jelölés:
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Az f valós függvénynek az x=a pontban -( a határértéke, ha bármilyen kicsi m negatív számhoz található olyan ( pozitív szám, hogy minden x є Df, x(a értékre, melyre (x-a(< ( igaz, hogy m > f(x)

Jelölés:
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Példa:
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3.3. Függvények folytonossága

Az f függvényt folytonosnak, mondjuk az értelmezési tartományának x=a pontjában, ha létezik az a-ban határértéke és ez megegyezik a helyettesítési értékével, vagyis: 
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Az f függvényt folytonosnak mondjuk az (a, b) intervallumban, ha itt az értelmezési tartományának minden pontjában folytonos.

3.4 Feladatok
1. Vizsgálja meg az elemi függvények határértékeit az értelmezési tartományuk szélein!

{f(x)=c;  f(x)=x;  f(x)=x2; f(x)=x3;   f(x)=
[image: image268.wmf]x

1

;   f(x)=ax  (ha a>1 és ha 0<a<1); f(x)=logax (ha a>1 és ha 0<a<1) f(x)=sinx; f(x)=cosx; f(x)=tgx; f(x)=ctgx}
2. Határozza meg az alábbi függvények határértékét ismert függvényekre és határértékre vonatkozó tételek alapján:
a) 
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3. Adja meg a következő függvények véges helyen vett határértékét:

a) 
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4. Adja meg a következő függvények végtelenben vett határértékét:

a) 
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b) 
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5. Határozza meg a következő függvények határértékeit az értelmezési tartományuk szélein:
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4. Differenciálszámítás
4.1. A differenciálszámítás alapfogalmai
Emlékeztető:

Két ponton átmenő egyenes egyenlete:
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4.1.1. Differenciahányados
Függvénygörbe f(x) és f(a) pontokon átmenő szelőjének meredeksége:
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Ez a hányados az a ponthoz tartozó differenciahányados (különbségi hányados)

Tekintjük az egyes pontokhoz tartozó differenciahányadosokat, így kapjuk a differenciahányados függvényt

4.1.2. Differenciálhányados

Ha létezik az a pontban a differenciahányados függvénynek a határértéke, akkor a függvény az a pontban differenciálható és ezt a határértéket az a pont beli differenciálhányadosnak vagy deriváltnak hívjuk.

Az a ponthoz tartozó differenciálhányados vagy derivált értéke az adott pontban a függvénygörbe érintőjének meredeksége.

Az f függvényt differenciálható függvénynek nevezzük, ha az értelmezési tartományának minden pontjában differenciálható.

Példa:

f(x) = 
[image: image280.wmf]x



 Df= R+((0(
Keressük az a1=1 illetve az a2= 4 pontokhoz tartozó differenciálhányados értékét!

a1=1 esetén:
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a2= 4 esetén
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4.1.3. Derivált függvény

Legyen A az f függvény értelmezési tartományának belső pontjaiból álló halmaz. Azt a függvényt, amely az A minden pontjához az f ezen pontjához tartozó differenciálhányadosát rendeli hozzá az f függvény deriváltfüggvényének nevezzük és f’-vel jelöljük. Tehát minden  a є A esetén
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Példa: f(x) = x2  ;   a є R tetszőleges


f’(a) = 
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A deriváltfüggvény tehát f’(x) = 2x

4.2. Deriválási szabályok

4.2.1. Elemi függvények deriváltfüggvénye

	f(x)
	Df
	f’(x)

	c
	R
	0

	xn (n є N)
	R
	n x n-1

	n(xm (n.m є N)
	R+
	(m/n) n(xm-n

	x( (( є R, ((0 )
	R+
	( x(-1

	ex
	R
	ex

	ax (a є R+)
	R
	axlna

	ln x
	R+
	1/x

	logax
	R+
	1/(x.lna)

	sinx
	R
	cosx

	cosx
	R
	-sinx


4.2.2. .Műveletekkel képzett függvények deriválása
általános feltétel: f és g függvény differenciálható az a pontban. Ekkor 

· konstanssal való szorzás
bármely c valós szám esetén a cf függvény is differenciálható , és (cf)’(a) = c f’(a)

· összegfüggvény
f+g függvény is differenciálható és  (f+g)’(a) = f’(a)+g’(a)

· szorzatfüggvény
fg függvény is differenciálható és (fg)’(a) = f’(a)g(a) + f(a)g’(a)

· hányados függvény
g(a) ( 0 esetén az 
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 függvény is differenciálható és 
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· közvetett függvény
g differenciálható az a pontban f pedig differenciálható a g(a) pontban akkor f(g közvetett függvény is differenciálható

(f(g)’(a) = f’(g(a)) g’(a)

Adott függvény deriváltját az elemi alapfüggvények deriváltjainak ismeretében a deriválási szabályok alkalmazásával tudjuk előállítani.

Példák:
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Df =R- (2(
f’(x) = 
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külső függvény:
f(x)= x6





belső függvény:
g(x) = x2+x+1
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4.2.3. Második derivált
Ha az f’ deriváltfüggvény differenciálható az a pontban, akkor ennek a deriváltja az f függvény második deriváltja. Jelölés: f’’
Pl:  f(x) = xn ; f’(x) = n x(n-1);  f’’(x) = n(n-1) x n-2
4.3. Differenciálható függvények vizsgálata

A függvényvizsgálat célja, valamely összefüggés jellegének a megismerése. A függvény grafikonjának a menetét próbáljuk meg leírni.

/A valóságban sokszor fordított feladattal állunk szemben, amikor valamely kapcsolat jellegét ismerjük és ehhez keresünk matematikai formulával kifejezhető függvényt. Pl. tudjuk, hogy a termelés önköltsége a darabszám növelésével csökken- monoton csökkenő függvénnyel írható le./

4.3.1. A függvény tulajdonságai és a deriváltfüggvény kapcsolata

A függvények – korábban leírt – tulajdonságai valamint a derivált függvény értékei között szoros kapcsolat áll fönn. Így:
· Monotonitás
· pontbeli értelmezés

Ha f(x) függvény differenciálható az „a” pontban; azt mondjuk, hogy az a pontban monoton növekvő, ha f’(a) ( 0 és monoton csökkenő, ha f’(a) ( 0.
pl. f(x) = x2

f’(x) = 2x

az a= 3 helyen a derivált függvény helyettesítési értéke: f’(3) = 2(3=6 ez + ( monoton nő

a  b= -2 helyen
f’(-2) =2((-2) =-4  ez( (monoton csökken

· Szélsőérték:

· lokális szélsőérték

· az érintő iránytangense, vagyis a deriváltfüggvény értéke az adott pontban 0: f’(a) = 0

A „a” pontbeli szélsőérték lokális minimumhely, ha f’(x) az a helyen – ból + ra vált, és lokális maximum, ha f’(x) az a helyen + ból – ba vált.

· Görbület
Az f(x)  függvénygörbe konvex az (a,b) intervallumon, ahol (a,b)( Df, ha f’(x) ezen intervallumon monoton nő. Ez azt is jelenti, hogy a második derivált  f’’(x) > 0
 Az f(x)  függvénygörbe konkáv az (a,b) intervallumon, ahol (a,b)( Df, ha f’(x) ezen intervallumon monoton csökken. Ez azt is jelenti, hogy a második derivált 
f’’(x) < 0

Inflexiós pont: ahol a függvénygörbe görbületet vált- konkávból konvexbe vagy konvexből konkávba.

	f
	Helyi
max.
	Helyi 
min.

	f’
	+  0  -
	-  0  +
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4.3.2. A függvényvizsgálat lépései

1. A függvény értelmezési tartományának megállapítása (Amennyiben a függvény megadásakor nem szűkítettük a függvényt, akkor azt a legbővebb halmazt kell értelmezési tartománynak tekinteni, amelyen a függvény matematikai formulája értelmezve van.)

2. A tengelymetszetek ( y =0, x=0) : A függvény az y tengelyt az f(0) helyen metszi. (0-t helyettsítünk a képletbe). Az x tengelyt a függvény ott metszi, ahol f(x)=0, vagyis a függvény képletét 0-val tesszük egyenlővé és mint egyenletet próbáljuk megoldani.

3. Vizsgáljuk a függvény folytonosságát, szakadási helyeit és a görbe viselkedését ezek környezetében, valamint a 
[image: image304.wmf]¥
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és 
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-ben ill. az értelmezési tartomány szélein.

4. A lokális szélsőértékek megállapítása: Előállítjuk az első és a második deriváltat. Ahol szélsőértéke van a függvénynek ott f’(x)=0; teljesüljön ez pl. az x=x* helyen, ha ez minimumhely, akkor f”(x*)>0 lesz, ha pedig maximumhely, akkor f’’(x*)<0 lesz. Amennyiben f’’(x*)=0, akkor lehet, hogy ott a függvénynek infelexiós pontja van.

5. Az inflexiós pontok megállapítása: A második derivelt értéke az infelexiós pontnál 0.

6. A jellegzetes pontok alapján a függvénygörbe hozzávetőleges menetének megrajzolása

7. Az értékkészlet megállapítása: korlátosság, kizárás jellemzése. 

8. Szükség szerinti további pontok kiszámítása

4.3.3. Gazdasági függvények elemzése

A gazdasági függvények képletét általában tapasztalati úton állítjuk elő, vagyis elemezve a statisztikai adatokat képet kapunk arról, hogy a különböző gazdasági mutatók között milyen jellegű összefüggés áll fenn. Közismert például, hogy a ráfordítás növelésével eleinte lassabban, majd kissé gyorsabban növekszik a hozam, ami elér egy maximális értéket és további ráfordítás esetén már inkább csökkennni fog a hozam. Az ilyen típusú összefüggés matematikai leírására gyakran harmadfokú függvényt alkalmazunk, melynek értelmezési tartománya értelemszerűen a feladatból következik (x>0).

f(x) = ax3+bx2+cx+d

Df = R+
Kérdés: Hol lesz maximális a hozam? 

Válasz: ott, ahol a függvénynek maximuma van: f’(x) =0; f’’(x)<0

Kérdés: Mekkora ráfordításnál növekszik leggyorsabban a hozam?

Válasz: Ott, ahol a függvény a legmeredekebb: f’(x) függvénynek maximuma van, itt f’’(x)=0 és előjelet vált pozitívból negatívba.

Legyen például egy ráfordítás-hozam függvény az alábbi formulával megadva:

f(x)=-0,01x3+0,2x2+3x
[image: image306.png]



f’(x)= -0,03x2+0,4x+3

f’’(x)=-0,06x+0,4

f’(x)=0

x=18,685

f’’(x)=0
x=6,66
4.4  Feladatok:

1. 
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a) g’(x) =

b) Irja le a hányadosfüggvény deriválási szabályát!

2. Határozza meg az alábbi függvények első derivált függvényét:
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3.  Végezze el az alábbi függvények teljes vizsgálatát: 

a) f(x)=12x-x3 

b) 
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4. Adott az 
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  függvény. Adja meg a függvény zérushelyeit, monotonitási intervallumait és szélsőértékeit!

5. A „Véndiófa” nevű étteremben egy új étel specialitást vezetnek be. Az előzetes számítások alapján a keresletet leíró függvény képlete: 
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ahol  x  az egységárat jelenti ezer Ft-ban,  f(x)  pedig a havonta ebből a specialitásból várhatóan értékesítendő adagok számát ezer db-ban megadva.

Határozza meg azt az optimális árat, amely esetén a kereslet maximális lesz, és azt is hogy mekkora a maximális kereslet.
6. Egy kereskedelmi TV-társaság, mely naponta 17 és 23 óra között sugároz adást, egy bizonyos reklámfilmet műsoridejének legnézettebb időpontjában szeretné leközölni. A TV-társaság nézettségét (millió főben) az  
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  függvény adja meg, ahol x az időpontot jelenti órákban kifejezve.

a) Mely órák között növekszik a TV-társaság műsorának nézettsége?

b) Hány órakor éri el a nézőszám a maximumot, és hányan nézik ekkor ezt az adót?
7. Egy diákotthon zuhanyozó helyiséget rendeztet be 200 fő számára. A zuhanyozó meleg vízzel történő ellátásakor a következőket kell figyelembe venni: a meleg vizet szolgáltató kazán előmelegítése annyiszor 3 percig tart, ahány zuhanykar lesz, és a fürdés alatt is fűteni kell. Egy-egy csoport fürdése 12 percig tart. Hány zuhanykar gazdaságos?
8. Egy egyenes út mentén van három nyaralótelep, sorra K,L és M. Egymástól való távolságuk: KL=5 km, LM=10 km. A lakosság száma sorra: 1000, 2000, 8000 fő. Hová telepítsünk egy ABC áruházat, hogy a nyaralók számára leghozzáférhetőbb legyen?
9. Egy folyó partján az A helyen helyezkedik el egy konzervgyár. Ide a B helyen lévő gazdaságból rendszeresen szállítanak feldolgozásra termékeket. A folyón való szállítás költsége 1 Ft tonnánként és kilométerenként. Ezt a kedvező lehetőséget a gazdaság igénybe szeretné venni, és a folyó partjához  iparvasút építését tervezi. Hogyan kell megépíteni az iparvasutat (milyen nyomvonalon), hogy a szállítás a leggazdaságosabb legyen? Az iparvasúton a szállítás költsége 2 Ft/t km. AC=50 km és BC=20 km


[image: image318]
Oldjuk meg a feladatot azzal feltétellel, hogy a folyón való szállítás költsége a Ft/t km, a vasúti szállítás költsége pedig b Ft/t km. Függ-e az építendő iparvasút hossza a és b arányától?

5. Integrálszámítás

5.1 Határozatlan integrál fogalma

Primitív függvény:  Adott f(x) függvény primitív függvényének nevezünk minden olyan F(x) függvényt, amelynek deriváltja f(x), azaz  F’(x)=f(x).

Ha F(x) az f(x)-nek egy primitív függvénye, akkor tetszőleges C konstanssal az F(x)+C is primitív függvény, mert (F(x)+C)’=f(x). Adott f(x)-hez tehát nem egyetlen primitív függvény tartozik, hanem végtelen sok.
Határozatlan integrál: Adott f(x) függvény határozatlan integrálja a primitív függvényeinek összesége. (Kimutatható, hogy egyetlen F(x) primitív függvény ismeretében az F(x)+C függvényeken kívül nincs több primitív függvény, azaz a primitív függvények csak egy konstans tagban térnek el egymástól.)
Jelölés:  
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ahol F(x) egy teszőleges olyan függvény, melyre F’(x)=f(x)

Például:
f(x) =2x
F(x) = x2 egy primitív függvény
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5.1.2 Alapintegrálok
Az elemi alapfüggvények primitív függvényei az un. alapintegrálok.
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Az összefüggések deriválással igazolhatók!

5.1.3 Általános integrálási szabályok

Azokat a függvényeket, melyeknek van primitív függvényük integrálható függvényeknek (Riemann szerint integrálható függvényeknek) nevezzük. E fejezetben a továbbiakban csak ilyenekkel foglalkozunk.

· Konstans szorzó kiemelése

Legyen c tetszőleges szám (konstans), akkor 


[image: image327.wmf]ò

ò

×

=

×

dx

x

f

c

dx

x

f

c

)

(

)

(


Vagyis a c konstans az integráljel elé kiemelhető

Például:
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(C(=3C)
· Összeg és különbség integrálása
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Összeg (különbség) formában megadott függvények tagonként integrálhatók.

Például:
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· Parciális integrálás
A szorzatfüggvény  (f(g)’=f’g+f(g’deriválási szabályából következik:
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Olyan esetben célszerű alkalmazni, amikor a szorzat egyik tényezőjének (f)  integrálját ismerjük, a másik tényező könnyen deriválható (g’) és (f(g’) integrálját elő tudjuk állítani.

Például:

[image: image332.wmf]ò

=

?

6

sin

2

xdx

x


Legyen   f=2x
  és g’=sin6x
  tehát: f’=2
és 
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Igy:
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· Integrálás helyettesítéssel:
Az összetett (közvetett) függvény deriválási szabályának (láncszabály) megfordításával kapjuk a helyettesítéses integrálás eljárását.

Legyen F közvetett függvény, azaz F(u(x)). Differenciáljuk F függvényt x szerint!
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Ebből következik, hogy 
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Ha tehát olyan szorzatot kell integrálnunk, amelynek egyik tényezője egy közvetett függvény, a másik tényezője pedig a belső függvény deriváltja, akkor a belső függvényt új változóval helyettesítjük, majd úgy integrálunk, mintha a belső függvényünk lenne a független változó
Például:
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A belső függvény u(x)=3x+2, azaz u=3x+2   vagyis 
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vagyis: 
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5.1.4 Speciális integrálási eljárások
(Speciális alakú függvények esetében alkalmazhatók)

· f(ax+b) alakú integrandus

Az f olyan összetett függvény, melynek külső függvénye integrálható, belső függvénye pedig lineáris.
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F a külső függvény primitív függvénye
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A korábbi példánk ezen szabály alapján:
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· [f(x)]nf’(x) alakú integrandus

Olyan szorzatfüggvény, melynél az egyik tényező egy függvény hatványa ,a másik tényező pedig ugyanannak a  deriváltja. n lehet tetszőleges valós szám, kivéve -1.
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Indoklás:
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például:
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Mivel a (2x3+4) deriváltja 6x2; végezzük el az alábbi átalakítást:
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n=-1 esetén:
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például:
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5.2 Határozott integrál

5.2.1 A határozott integrál fogalma

Legyen f az [a, b] intervallumon nem negatív korlátos függvény ( a függvénygörbe az x tengely fölött van). Osszuk fel az [a, b] intervallumot véges sok részre (n). Jelölje xi az i-dik osztáspontot, úgy, hogy x0= a, xn=b, f(xi) az ehhez tartozó függvényértéket. 

Jelöljük (xi-vel az [xi+1-xi] intervallum hosszát. 

Az f(xi) (xi egy olyan téglalap területe, melynek alapja (xi, magassága pedig f(xi).

Összegezzük ezeknek a téglalapoknak a területeit !
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Ez az összeg közelítése a függvénygörbe alatti területnek az [a, b] intervallumon.

Legyen f(x)=x2.
Határozzuk meg a függvénygörbe és az x tengely által bezárt területet a [-1; +1] intervallumban!


[image: image352.emf]f(x)=x

2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-1 -0.5 0 0.5 1


n=5 részre osztva

Ta=1,0

[image: image353.emf]f(x)=x

2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1


n=20 részre osztva

Ta=0,88

Annál jobban közelítjük, minél kisebb (xi. 

n tart a ( hez, (xi tart 0-hoz

5.2.2 Newton-Leibnitz tétel
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ahol F(x) az f(x) függvény primitív függvénye




Például:
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További példák:
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A határozott integrál az [a,b] intervallumon a függvénygörbe és az x tengely közötti területet előjelesen adja meg. Az x tengely fölötti terület +, az x tengely alatti terület – előjelű. Így lehet pl. a terület 0 is, ha a függvénygörbének az [a,b] intervallumon van pozitív és negatív értéke is. 

5.3 Improprius integrál

A határozott integrált véges intervallumra és az ezen intervallumon korlátos függvényekre értelmeztük. 

Az integrál fogalmát most kitrejesztjük végtelen intervallumra  illetve az [a, b] intervallumban nem korlátos függvényre is.
5.3.1 Az integrálási határ végtelen 

Ha f függvény integrálható az [a, +() intervallum minden [a,b] részintervallumán, akkor az
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 integrált az f függvény [a, +() intervallumon vett improprius integráljának nevezzük. 

Ha létezik az alábbi határérték, és az véges, akkor az improprius integrált konvergensnek mondjuk, különben divergens.
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Hasonlóan definiálható a 
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5.3.2 Nem korlátos függvény integrálása
Ha az f függvény az [a, b] intervallumban nem korlátos, akkor nem integrálható. Legyen azonban integrálható bármely [a, b-(] részintervallumban (ahol b-(>a). (Vagy [a+(, b] részintervallumban (ahol a+(<b))

Ha létezik a 
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határérték, és az egy véges szám, akkor ezt az f függvény [a, b] intervallumon vett improprius integráljának nevezzük.

például:
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5.4 Alkalmazások

5.4.1 Területszámítás
· függvénygörbe alatti terület

Ha egy [a, b] intervallumban értelmezett folytonos f(x) függvény görbéje és az x tengely közötti területet kívánjuk meghatározni ( a síkidomnak 2 oldala az x tengelyre merőleges), akkor a függvény a-tól b-ig vett határozott integrálját kell képeznünk.
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Ez un. előjeles terület, vagyis az x tengely feletti részek + előjellel, az x tengely alatti részek – előjellel fognak szerepelni. Ezt figyelembe kell venni, ha például valamilyen geometriai feladatot kapunk.

· függvénygörbék által közbezárt terület meghatározása
Határozzuk meg a g(x) és az f(x) görbék által bezárt terület nagyságát!
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A feladat megoldásához először meg kell határoznunk a görbék metszéspontjait.

A két függvénygörbe a (0,0) illetve (1,1) pontban metszi egymást.
[image: image372.png]



A görbék által határolt területet megkapjuk, ha képezzük a g(x) és az f(x) függvények 0 és 1 közötti határozott integráljának a különbségét.
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5.5 Feladatok:

23. Irja fel a következő függvények primitív függvényeit!

a)
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24. Irja fel a következő függvények primitív függvényeit!

a)
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25. Mekkora területet zár be az x tengellyel a [0, π] intervallumon az f(x)=sinx függvény grafikonja?

26. Határozzuk meg az f(x)=x2 és a  
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 függvénygörbék által bezért síkidom területét!

27. Határozza meg, hogy „a” milyen értéke esetén áll fenn a következő összefüggés:
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28. Határozza meg, hogy „a” milyen értéke esetén áll fenn a következő összefüggés:
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példa: 
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P1=(x1, y1); P2=(x2, y2)





� EMBED Equation.3  ���





iránytangens :az x tengellyel bezárt szög tangense


� EMBED Equation.3  ��� ezzel jellemezzük az egyenes meredekségét.





�





� EMBED Excel.Sheet.8  ���





� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���





az egyenes meredeksége itt: 2





B





A





C





� EMBED Equation.3  ����











PAGE  
59

_1182926791.unknown

_1213518039.unknown

_1213688605.unknown

_1213764328.unknown

_1213765501.unknown

_1217844289.unknown

_1217845514.unknown

_1217846595.xls
Diagram1

		-1

		-0.9

		-0.8

		-0.7

		-0.6

		-0.5

		-0.4

		-0.3

		-0.2

		-0.1

		0

		0.1

		0.2

		0.3

		0.4

		0.5

		0.6

		0.7

		0.8

		0.9

		1



1

0.81

0.64

0.49

0.36

0.25

0.16

0.09

0.04

0.01

0

0.01

0.04

0.09

0.16

0.25

0.36

0.49

0.64

0.81

1



Diagram2

		-1		-1

		-0.9		-0.9

		-0.8		-0.8

		-0.7		-0.7

		-0.6		-0.6

		-0.5		-0.5

		-0.4		-0.4

		-0.3		-0.3

		-0.2		-0.2

		-0.1		-0.1

		0		0

		0.1		0.1

		0.2		0.2

		0.3		0.3

		0.4		0.4

		0.5		0.5

		0.6		0.6

		0.7		0.7

		0.8		0.8

		0.9		0.9

		1		1



1

0.81

0.64

0.64

0.49

0.36

0.36

0.25

0.16

0.16

0.09

0.04

0.04

0.01

0

0

0.01

0.04

0.04

0.09

0.16

0.16

0.25

0.36

0.36

0.49

0.64

0.64

0.81

1

1



Diagram3

		-1

		-0.9

		-0.8

		-0.7

		-0.6

		-0.5

		-0.4

		-0.3

		-0.2

		-0.1

		0

		0.1

		0.2

		0.3

		0.4

		0.5

		0.6

		0.7

		0.8

		0.9

		1



f(x)=x^2

f(x)=x2

1

0.81

0.64

0.49

0.36

0.25

0.16

0.09

0.04

0.01

0

0.01

0.04

0.09

0.16

0.25

0.36

0.49

0.64

0.81

1



Munka1

		-1		1

		-0.9		0.81

		-0.8		0.64

		-0.7		0.49

		-0.6		0.36

		-0.5		0.25

		-0.4		0.16

		-0.3		0.09

		-0.2		0.04

		-0.1		0.01

		0		0

		0.1		0.01

		0.2		0.04

		0.3		0.09

		0.4		0.16

		0.5		0.25

		0.6		0.36

		0.7		0.49

		0.8		0.64

		0.9		0.81

		1		1





Munka2

		





Munka3

		






_1217925782.unknown

_1217928859.unknown

_1217929325.unknown

_1217928821.unknown

_1217925274.unknown

_1217846530.xls
Diagram1

		-1

		-0.9

		-0.8

		-0.7

		-0.6

		-0.5

		-0.4

		-0.3

		-0.2

		-0.1

		0

		0.1

		0.2

		0.3

		0.4

		0.5

		0.6

		0.7

		0.8

		0.9

		1



1

0.81

0.64

0.49

0.36

0.25

0.16

0.09

0.04

0.01

0

0.01

0.04

0.09

0.16

0.25

0.36

0.49

0.64

0.81

1



Diagram2

		-1		-1

		-0.9		-0.9

		-0.8		-0.8

		-0.7		-0.7

		-0.6		-0.6

		-0.5		-0.5

		-0.4		-0.4

		-0.3		-0.3

		-0.2		-0.2

		-0.1		-0.1

		0		0

		0.1		0.1

		0.2		0.2

		0.3		0.3

		0.4		0.4

		0.5		0.5

		0.6		0.6

		0.7		0.7

		0.8		0.8

		0.9		0.9

		1		1



1

0.81

0.64

0.64

0.49

0.36

0.36

0.25

0.16

0.16

0.09

0.04

0.04

0.01

0

0

0.01

0.04

0.04

0.09

0.16

0.16

0.25

0.36

0.36

0.49

0.64

0.64

0.81

1

1



Diagram3

		-1

		-0.9

		-0.8

		-0.7

		-0.6

		-0.5

		-0.4

		-0.3

		-0.2

		-0.1

		0

		0.1

		0.2

		0.3

		0.4

		0.5

		0.6

		0.7

		0.8

		0.9

		1



f(x)=x^2

1

0.81

0.64

0.49

0.36

0.25

0.16

0.09

0.04

0.01

0

0.01

0.04

0.09

0.16

0.25

0.36

0.49

0.64

0.81

1



Diagram4

		-1

		-0.5

		0

		0.5

		1



f(x)=x^2

f(x)=x2

1

0.25

0

0.25

1



Munka1

		-1		1				-1		1

		-0.9		0.81				-0.5		0.25

		-0.8		0.64				0		0

		-0.7		0.49				0.5		0.25

		-0.6		0.36				1		1

		-0.5		0.25

		-0.4		0.16

		-0.3		0.09

		-0.2		0.04

		-0.1		0.01

		0		0

		0.1		0.01

		0.2		0.04

		0.3		0.09

		0.4		0.16

		0.5		0.25

		0.6		0.36

		0.7		0.49

		0.8		0.64

		0.9		0.81

		1		1





Munka2

		





Munka3

		






_1217844411.unknown

_1217845370.unknown

_1217844352.unknown

_1217842253.unknown

_1217843550.unknown

_1217844137.unknown

_1217843426.unknown

_1213771534.unknown

_1217841879.unknown

_1213771420.unknown

_1213765022.unknown

_1213765395.unknown

_1213765428.unknown

_1213765269.unknown

_1213764606.unknown

_1213764993.unknown

_1213764564.unknown

_1213690360.unknown

_1213690661.unknown

_1213691747.unknown

_1213691777.unknown

_1213690694.unknown

_1213690523.unknown

_1213690619.unknown

_1213690376.unknown

_1213690257.unknown

_1213690309.unknown

_1213690333.unknown

_1213690286.unknown

_1213688874.unknown

_1213689822.unknown

_1213689895.unknown

_1213689922.unknown

_1213689019.unknown

_1213688745.unknown

_1213687385.unknown

_1213687676.unknown

_1213688302.unknown

_1213688565.unknown

_1213688248.unknown

_1213687501.unknown

_1213687626.unknown

_1213687440.unknown

_1213519263.unknown

_1213519522.unknown

_1213687294.unknown

_1213519281.unknown

_1213518261.unknown

_1213519240.unknown

_1213518090.unknown

_1210521797.unknown

_1211197430.unknown

_1213513959.unknown

_1213516624.unknown

_1213516914.unknown

_1213516610.unknown

_1213513846.unknown

_1213513922.unknown

_1213512133.unknown

_1211036100.unknown

_1211038104.unknown

_1211039187.unknown

_1211039438.unknown

_1211037943.unknown

_1211035092.unknown

_1211036076.unknown

_1211034730.unknown

_1188048370.unknown

_1201589607.unknown

_1201590322.unknown

_1210521149.unknown

_1210521666.unknown

_1201590421.unknown

_1201590502.unknown

_1201590366.unknown

_1201589781.unknown

_1201590195.unknown

_1201589695.unknown

_1201588894.unknown

_1201589040.unknown

_1201589491.unknown

_1201588928.unknown

_1201585125.unknown

_1201588775.unknown

_1201588797.unknown

_1188284241.unknown

_1189833762.unknown

_1188048376.unknown

_1184661716.unknown

_1184662005.unknown

_1184662863.unknown

_1188048361.unknown

_1184662147.unknown

_1184661776.unknown

_1184661978.unknown

_1184661746.unknown

_1184660179.unknown

_1184661527.unknown

_1184661561.unknown

_1184660643.unknown

_1182929686.unknown

_1184660039.unknown

_1184660151.unknown

_1182929708.unknown

_1182926802.unknown

_1157533107.unknown

_1168678043.unknown

_1182926018.unknown

_1182926115.unknown

_1182926194.unknown

_1182926239.unknown

_1182926630.unknown

_1182926262.unknown

_1182926206.unknown

_1182926171.unknown

_1182926065.unknown

_1182926084.unknown

_1182926043.unknown

_1180866466.unknown

_1182925978.unknown

_1182925999.unknown

_1180866511.unknown

_1182925940.unknown

_1180947345.unknown

_1180866493.unknown

_1168679332.unknown

_1170481544.unknown

_1171362971.unknown

_1171363369.unknown

_1171429971.unknown

_1171430095.unknown

_1171363741.unknown

_1171363142.unknown

_1171083786.unknown

_1171084011.unknown

_1171083663.unknown

_1168679502.unknown

_1170481435.unknown

_1170481478.unknown

_1168679525.unknown

_1169886285.unknown

_1168679404.unknown

_1168679451.unknown

_1168679375.unknown

_1168678467.unknown

_1168678597.unknown

_1168679299.unknown

_1168678526.unknown

_1168678296.unknown

_1168678402.unknown

_1168678334.unknown

_1168678120.unknown

_1158651328.unknown

_1159341204.unknown

_1168676896.unknown

_1168677158.unknown

_1168677397.unknown

_1168677931.unknown

_1168677987.unknown

_1168677481.unknown

_1168677346.unknown

_1168677016.unknown

_1168676741.unknown

_1168676856.unknown

_1163421788.unknown

_1168676710.unknown

_1168256325.unknown

_1163421783.unknown

_1163421658.unknown

_1158664612.unknown

_1159340175.unknown

_1159341087.unknown

_1159339227.unknown

_1159340110.unknown

_1159338754.unknown

_1158663120.unknown

_1158664552.unknown

_1158662150.unknown

_1157610638.unknown

_1157742932.unknown

_1157804813.unknown

_1157805257.unknown

_1158650997.unknown

_1157804843.unknown

_1157804903.unknown

_1157743078.unknown

_1157743104.unknown

_1157742980.unknown

_1157610918.unknown

_1157614434.unknown

_1157742904.unknown

_1157611450.unknown

_1157610810.unknown

_1157607002.unknown

_1157608194.unknown

_1157609766.unknown

_1157608543.unknown

_1157607224.unknown

_1157606312.unknown

_1157606894.unknown

_1157534265.unknown

_1155023420.unknown

_1157058934.unknown

_1157532814.unknown

_1157532935.unknown

_1157533049.unknown

_1157532878.unknown

_1157059144.unknown

_1157180236.unknown

_1157532649.unknown

_1157180630.unknown

_1157180158.unknown

_1157059083.unknown

_1156667844.unknown

_1156667948.unknown

_1157058821.unknown

_1156667922.unknown

_1156616396.unknown

_1156616761.unknown

_1156667745.unknown

_1156616675.unknown

_1156616337.unknown

_1156228517.unknown

_1145778865.unknown

_1155021873.unknown

_1155022048.unknown

_1155022896.unknown

_1155021973.unknown

_1155021598.unknown

_1155021840.unknown

_1155020659.unknown

_1145779444.unknown

_1155019781.unknown

_1155020061.unknown

_1155020124.unknown

_1155019902.unknown

_1155020031.unknown

_1155018214.unknown

_1145779534.unknown

_1145778954.unknown

_1145779413.unknown

_1145778928.unknown

_1138779857.unknown

_1139216830.unknown

_1139227545.unknown

_1139380521.unknown

_1142665706.unknown

_1144480588.unknown

_1144481093.unknown

_1145778817.unknown

_1144480867.unknown

_1144134429.unknown

_1142665685.unknown

_1142665253.unknown

_1142665577.unknown

_1142665080.unknown

_1139379576.unknown

_1139380428.unknown

_1139228262.unknown

_1139228529.unknown

_1139223937.unknown

_1139224893.unknown

_1139217161.unknown

_1139217237.unknown

_1139214767.unknown

_1139215381.unknown

_1139216771.unknown

_1139214850.unknown

_1138780705.unknown

_1139128205.unknown

_1139131392.unknown

_1139124608.unknown

_1138780133.unknown

_1138780013.unknown

_1127110613.unknown

_1138599194.unknown

_1138693703.unknown

_1138703772.unknown

_1138779588.unknown

_1138704624.unknown

_1138693978.unknown

_1138604829.unknown

_1138604878.unknown

_1138599770.unknown

_1138598310.unknown

_1138598437.unknown

_1127111470.unknown

_1138103110.xls
Diagram1

		-5

		-4

		-3

		-2

		-1

		0

		1

		2

		3

		4

		5

		6

		7

		8

		9

		10



(4,5)

(-1, -5)

-13

-11

-9

-7

-5

-3

-1

1

3

5

7

9

11

13

15

17



Munka1

		-5		-13

		-4		-11

		-3		-9

		-2		-7

		-1		-5

		0		-3

		1		-1

		2		1

		3		3

		4		5

		5		7

		6		9

		7		11

		8		13

		9		15

		10		17





Munka2

		





Munka3

		






_1138597808.unknown

_1127111668.unknown

_1127110724.unknown

_1004185402.unknown

_1095534511.unknown

_1101532661.unknown

_1101532761.unknown

_1004185664.unknown

_1094410107.unknown

_1004185535.unknown

_1004185295.unknown

_1004185341.unknown

_1004184738.unknown

_1004184583.unknown

